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Le Traité d’Apollonius île Perge, intitule des Lieux plans, est, 
après les Coniques de ce grand Géomètre, celui de ses ouvrages qui 
a le plus attiré l’attention des Mathématiciens modernes. Le célèbre 
Fermât s’est appliqué à le rétablir; quoique son travail ait été 
imprimé en 1670 , il est antérieur à celui de Sciiooten sur le même 
sujet, publié en 1G07. Mais la marche presque entièrement algé- 
brique de l’un et de l’autre de ces Mathématiciens, ne peut être com- 
parée, pour la simplicité et pour l’élégance, aux procédés géométriques. 

R. Simson, Professeur de Mathématiques à l'Université de Glasgow, 
a publié en 174 g une restitution de l’ouvrage d’ApoLLONius, qui 
( à en juger par les autres monuraens des ouvrages géométriques des 
anciens, tels que la Sectio rcitlonis , et la Sectio spatii , publiées 
par IIalley) se rapproche probablement beaucoup du travail du 
Géomètre ancien. Guidé par les traces qui se trouvent dans les col- 
lections de Pappus , et surtout par la Préface du VII.* Livre ; le 
Mathématicien écossois a réuni en corps de doctrine et complété les 
matériaux épars et imparfaits transmis par Pappus. 

L’ouvrage de Simsojt a été traduit en allemand par Camerer, 
l’un des élèves de mon excellent ami M. Pflf.iderer, Professeur k 
l’Université deTubinguc, qui est également versé dans la Géométrie 
ancienne et dans les méthodes modernes. Le traducteur a enrichi son 
ouvrage d’un grand nombre de notes, d’additions et d’applicatious , 
qui rendent son travail une production originale. 

Je me proposois de faire paraître dans notre langue l’ouvrage de 
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Simson. Mais , après y avoir long-tems réfléchi, j’ai cru qu’une expo- 
sition libre de cet ouvrage , suivant moi susceptible de changemens 
et d’abréviations considérables , sans en diminuer le prix , seroit plus 
agréable au plus grand nombre des Mathématiciens du continent. 

Et d’abord, je n’ai pas cru devoir traiter en détail plusieurs lieux à 
la ligne droite et à la circonférence du cercle, connus par les premiers 
élémens; et je me suis contenté de les exposer sommairement, ainsi 
que je l’ai fait dans le début du Chnp. I." (Voy. § 26). 

J’ai cru devoir omettre plusieurs lieux relatifs à des droites paral- 
lèles entr’clles, que Simsont traite (à mon avis) avec trop de détail; 
et je me suis contenté de montrer, par une observation générale, 
comment ils se réduisent à des problèmes déterminés (Voyez $ 27 ). 

La division de l’ouvrage de Simson en deux livres (conformément 
à la préface de Pappus déjà citée) ne m’a pas frappé; et je n’ai pu me 
rendre raison d’une manière satisfaisante du principe de cette division. 
En conséquence, la première partie du premier Chapitre de l’ouvrage 
que je publie, présente (d’une manière libre) l’ouvrage de Simson 
sans aucune subdivision. 

Quoique l’ouvrage de Simson se distingue par l’élégance du déve- 
loppement du plus .grand nombre des propositions qui y sont contenues , 
il m'a paru cependant que quelques-unes d’cntr’elles pouvoient être pré- 
sentées d’une manière plus concise et plus générale ; tels sont en parti- 
culier les lieux à la ligne droite qui sont l’objet des 34-07 de l’ouvrage 
suivant : ils me paroissent traités par Simson d’une manière incomplète. 

J’ai remarqué dans plusieurs cas la liaison qui règne entre différens 
lieux, et les réductions mutuelles des uns aux autres. Voyez par 
exemple, les 28 et 3 o , et les §§ 44 - 46 . 

J’ai saisi avec empressement l’occasion d’éclaircir la doctrine des 

Porismes ( entendue suivant le sentiment de Simson ) , en montrant la 

liaison 
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liaison de ce genre de propositions avec les propositions locales; et 
en joignant aux principales de ces dernières , celles des premières qui 
y sont relatives. 

La seconde partie du premier Chapitre expose plusieurs propriétés 
locales de la ligne droite et de la circonférence du cercle qui n’ont pas 
été traitées par Simson, et qui probablement n’étoient pas traitées 
par Apollonius. Les principales d’entr’cllcs sont relatives à la section 
harmonique, si féconde en applications importantes. 

Simson, voulant présenter son travail comme un monument de la 
méthode purement géométrique, s’est abstenu de toute application du 
calcul, soit à ses analyses soit à ses constructions. Sans rendre mon 
travail moins géométrique, j’ai cru ne devoir pas être aussi scru- 
puleux, lorsque cette application me paroissoit propre à éclaircir et à 
faciliter mon sujet. En particulier , la symbolisation introduite dans 
les $$ 4o-49, me paroit très-convenable pour rendre le développement 
du sujet qui y est traité plus lumineux et plus synoptique. 

Après avoir traité géométriquement les lieux à la ligne droite et h la 
circonférence du cercle; en me rapprochant, autant que cela m’a paru 
convenable, de la marche de Simson : j’abandonne complètement ce 
Géomètre , et je me livre à la méthode purement algébrique. Je pose 
dans le chapitre second les principes généraux de cette seconde mé- 
thode ; j’établis les équations de la ligne droite et de la circonférence 
du cercle ; j’en fais voir les applications en discutant les positions 
mutuelles de ces lignes , en tant qu’elles sont déterminées par leurs 
équations. Je montre ensuite comment les principales propriétés locales 
de la ligne droite et de la circonférence , traitées dans le premier 
Chapitre par la voie géométrique, auraient pu être obtenues par un 
procédé purement algébrique. 

Simson a borné son travail à ce qui concerne les deux lignes dont 

c 


Digitized by Google 



X 


A V A N T-P R O P O S. 

la contemplation fait l’objet des ele'mens. Dans le troisième et dans le 
quatrième Chapitre je traite des lieux au plan et à la surface sphérique, 
successivement suivant chacune des deux méthodes employées dan» 
les deux Chapitres précédons. L’équation du plan , exprimée dans la 
perpendiculaire abaissée sur lui depuis l’origine 'des coordonnées , et 
dans les angles que cette perpendiculaire fait avec les axes des coordon- 
nées, me paraît plus lumineuse et d’une application plus facile que 
ne l’est celle qui est ordinairement employée. 

Je me proposois de traiter de la meme manière la surface cylindrique 
et la surface conique , dont la contemplation appartient aussi nx 
élémens ; mais comme ces deux surfaces ne peuvent être traitées d’uue 
manière complète et satisfaisante, sans entrer dans la discussion des 
courbes du second ordre engendrées par les sections de ces surface» 
par un plan, et que la réunion de ce travail au premier auroit rendu 
mon Ouvrage trop volumineux ; je me suis déterminé à séparer la 
partie purement élémentaire d’avec celle qui est regardée comme 
SU[>éi'ieure aux élémens. Je ne tarderai pas à publier cette seconde 
partie, si mes forces et mes occupations me permettent d’y mettre la 
dernière main. 

Comine les développemens des propositions les plus importantes 
contenues dans le premier Chapitre et dans le troisième, relatifs à la 
méthode géométrique, sont fondés essentiellement sur les propriétés 
du point appelé en mécanique centre de gravité , et que j’appelle 
en géométrie centre des moyennes distances; j’ai cru devoir faire 
précéder mon Ouvrage d’upe Dissertation préliminaire , destinée à 
lui servir d’introduction; dans laquelle je. réunis les propriétés purement 
mathématiques de ce point, indépendamment de toute application aux 
parties mixtes des mathématiques. Pour compléter cette doctrine , je 
l’ai étendue au-dela de ses applications à mou objet présent. Ainsi , 


Digitized by Google 


AV A N T-T R O P O S. xi 

quoique les Théorèmes connus sous le nom de Règle de Guldin ne 
trouvent pas des applications au sujet que je me propose principalement 
de traiter; cependant, j’ai cru devoir les développer dans cette disser- 
tation, afin de ne rien laisser à désirer sur les propriétés remar- 
quables de ce point, même envisagées sous un point de vue pure- 
ment abstrait. Au reste , la dénomination que j’emploie n’est pas 
nouvelle, elle a déjà été introduite par Carnot dans son ouvrage 
philosophico-malhémalique , intitulé Géométrie de position , pages 
3t5 et suivantes. En réunissant en corps de doctrine les propriétés 
du centre des moyennes distances , j’espère avoir rempli le ville que 
les Élémens de géométiie présentent à cet égard, et dont ce Mathé- 
maticien philosophe se plaint avec raison. 

Pour faire mieux sentir l’importance de la doctrine des lieux géo- 
métriques, je développe dans un cinquième Chapitre leur application 
à la solution des problèmes élémentaires déterminés. Je montre, par 
un petit nombre d’exemples simples, que cette application a lieu dès 
le début des Élémens. Je confirme ensuite l’utilité de cette application 
par des problèmes plus composés, parmi lesquels il me suffira de 
citer le problème remarquable développé dans les $$ i46-i48. A un 
cercle donné inscrire un polygone dont les côtés soient parallèles à des 
droites données de position, ou passent par des points donués de 
position. 

Je ne dois pas terminer cette Introduction sans payer à l’amitié un 
juste tribut de rcconnoissance. M. Schaub, mon compatriote, profon- 
dément versé dans toutes les parties des Mathématiques , et princi- 
palement connu par les succès avec lesquels il a formé de nombreux 
élèves , a eu la complaisance de lire mon manuscrit avant qu'il lut 
livré à l’impression, et de me faire (avec la modestie qui relève ses 
connoissances ) des remarques dont je me suis empressé de profiler. 
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Il a pousse la complaisance jusqu’à se prêter à surveiller l’impression. 
Aidé à cet égard de ses soins , et de ceux de M. Paulet (jeune 
Mathématicien plein de zèle et de talens), je crois pouvoir assurer le 
lecteur que la partie typographique, dont l’exactitude est si importante 
dans les sciences abstraites, ne laisse rien à désirer. 

J’aurai rempli mon but, je serai suffisamment récompensé de mon 
travail, s’il fournit aux jeunes Géomètres des exercices utiles, propres 
à les fortifier dans les Élémens, et à développer leurs facultés intel- 
lectuelles ; s’il peut contribuer à prévenir la précipitation avec laquelle 
ils sont tentés d’aborder les parties supérieures des Mathématiques, 
avant de s’y être rendus propres par des études élémentaires solides 
et approfondies j s’il est regardé par les grands Géomètres qui éta- 
blissent sur des bases solides la gloire de notre siècle, d’une part, 
comme étant un supplément utile aux Ouvrages élémentaires , à la 
composition desquels quelques-uns d’entr’eux n’ont pas dédaigné de 
consacrer un tems précieux , et de l'autre, comme une introduction ten- 
dant 'a faciliter l’intelligence de leurs profondes et sublimes productions. 

GenirE , 1." Juillet tSoÿ. 
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SUR LE CENTRE DES MOYENNES DISTANCES. 

Ln développement de quelques-unes des propositions locales exposées dans 
cet ouvrage, et en particulier celui des plus importantes d’enlr’ellcs, repose 
sur les propriétés du centre des moyennes distances (appelé en mécanique 
centre de gravité). En conséquence , je crois devoir les résumer dans celte 
Dissertation , pour servir d’introduction à cct ouvrage. Considérant d’une part 
leur importance, même en les envisageant sous un point de vue purement 
abstrait et géométrique , indépendamment de toute application aux parties 
mixtes des mathématiques , et de l’autre part la facilite' avec laquelle elles 
peuvent être démontrées sans l’introduction d’aucun principe étranger aux 
mathématiques pures; je pense que leur exposition devroit entrer dans le* 
traités élémentaires des mathématiques pures, et je regrette n’y ait 

pas e'té introduite jusqu’à présent. ^ 0 \ 

S- >• 

Théorème. Soient trois points donnés de position sur un^sm^pa^riiiie , 
et soit une droite quelconque qui ne rencontre pas la première entre” ces 
points. De ces trois points soient abaissées sur celte droite des perpendi- 
culaires , et soient pris les rectangles de chacune de ces perpendiculaires par 
la distance des deux points rcslans. J’affirme que la somme des rectangles 
répondans aux deux points extérieurs, est égale au rectangle répondant au 
point intermédiaire. 

Soient A, A’, A”, trois points donnés sur une même droite. De ces points Fig. i. 
soient abaissées sur une autre droite (qui ne rencontre pas la première entre ces 
points) les perpendiculaires AB , À' B’, A” B". Soient pris les rectangles AB X 
A' A", A' B' X AA", A" B” X AA', et soit le point A" situé entre À et A'. 
J’affirme que AB X A"A” -+* A’B' X Aà" = A”B’' X AA". 

Constr. Par A" soit menée à BB" une parallèle qui rencontre les perpendi- 
culaires AB , et A'B' en a et en «' ; et soit par exemple A’B' O AB. 

A 
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A B = A" B" — A a ; A B X A' A ’ = A'' B" X A* A" — A a X A' A" 

A B'= A" B" -+-AV; AB'x A A" = A" B" X A A" ■+■ A' a' X A A" 

Or, les triangles AA"a , A A ! V , sont semblables: partant, AA” : A\V = 
Aa : AV ; donc, AA" X AV= A' A" X Aa ; donc, AB X A'A"-+-À’B'X 
AA"=A'B" (AA" -+• A' A") == A"B” x AA'. 

Fig. a. Remarque l. Que la droite BB' sur laquelle on abaisse les perpendiculaires 
rencontre AA' entre A clA' : par exemple entre A' et A"; la perpendiculaire 1 
abaisse'e du point A' change de direction et parlant de signe, cl ou a l’équation 

A B X A’A" — A’ B' x AA" = A' B" x AA'. 

En particulier; lorsque la droite sur. laquelle on abaisse les perpendiculaires 
passe par A", la droite A"B" évanouit, et on a l’équation, A'B X A'A" — - 
A'B' X AA" = o , ou AB x A'A" = A'B' X AA". 

Remarque a. Que.le point A" soit sur lu droite AA' prolongée , par exemple 
de A vers A'. . 

On a ; AB x A'A" -4- A" B'' x AA' = A'B' x AA" , ou 

A" B" X AA'=A'B' X AA" — AB X A’A" ; le changement de signe du rectangle 
AB X A'A” répond au changemcul de direction de la droite A'A"; et les termes 
de cette équation peuvent subir des changemens de signe corrcspoudans aux 
ehangemens tle direction des perpendiculaires. 

Remarque 5. Soient m et m des nombres donnés; sur AA' soit déterminé le 
point A" de manière que AA" : A'A"=‘m' : m; ou AA" X m = A'A" X m'. Des 
points A, A' , A", soient abaissées sur une même droite des perpendiculaires 

1.* Soit A" entre A et A 1 , on a m X AB + m' X A’B'= (ni-f-m') A”B", 
lorsque les points A, A' et A” sont du même côté dç Ta droite menée; et 
m x AB — m' X A'B' = (ai -+-m') A"B" ; lorsque A cl A" sont d’un même 
côté de celte droite , et A 1 du coté opposé. 

a.° En supposant ni' O- m ; soit A" sur AA"prolongée de A en A' , on a ni' X 
A’B — m X AB = (m' — ni) A"B"; en supposant les points A , A' , A", du 
même côté de la droite sur laquelle on abaisse les perpendiculaires. 

' $ ». 

Définition. Lorsque le point A" est entre les points A et A' , il est ap- 
pelé le centre des moyennes distances des points A et A' relativement aux 
cocflicien» m et m'. 

Soit A sur AA prolongée de A en A'. Le point A" sera appelé V excentre des 
nuyennis distances de» poiuts A et A' pour les mêmes cocfficicus. Symbolique - 
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ment parlant; le point A" est le centre des moyennes distances des points 
A et A' pour les cocfTiciens — m et+ ni' ; en supposant ni' ni. Lorsque 
m=m' , le point A" ne peut pas être déterminé. 

En general. Soient A , A' , Y" , A’" A*, des points donnes de position 

sur nu plan , et soient in , ni' , m", m"' ..... m* des cocfScicns correspondons 
donnes de grandeur. Sur une droite quelconque située hors du système de ces 
points , soient abaissc'es des perpendiculaires AB , A'B', A "li" , A”"B"' ... A V B*; 
soient pris les produits de ces perpendiculaires par les cocfliciens eorrespondans 
donnes. Si on peut déterminer un point Z , tel que le produit de la perpen- 
diculaire ZY abaissée sur la même droite depuis ce point par la somme des 
coefliciens m , ni' ;m", m'” .... m* est e'gal à la somme des premiers produits : ce 
point / est appelé' le centre des moyennes distances des points A , A', A", 
A'" .... A* , relativement aux coefliciens eorrespondans m , m', m'', ni'" in*. 

l’our abréger : celte propriété sera exprimée symboliquement comme il suit, 
J. m*x A* B* -- ZY X/. m*. 

Que quelques-unes des perpendiculaires abaissées des premiers points 
changent de direction relativement m la droite sur laquelle on les abaisse; ce 
qui a lieu lorsque la droite sur laquelle on les abaisse traverse le système des 
points donnés, et parlant, lorsque ces points sont situés drs deux côtés de 
cette droite. A la somme des rectangles on substitue l’excès de la somme des 
rectangles eorrespondans aux perpendiculaires qui ont la même direction que 
ZY sur la somme des rectangles eorrespondans aux perpendiculaires qui ont 
une direction opposée. 

En particulier : que la droite sur laquelle on abaisse les perpendiculaires 
passe par le point Z ; les sommes des rectangles eorrespondans aux points 
situés des deux côtés de celle droite sont égales cntr’cllcs, ou leur différence 
est zéro. 

En supposant que les perpendiculaires ont une. même direction relativement 
à la droite sur laquelle elles sont abaissées ; si quelques-uns des coefliciens 
donnés changent de signes, la somme proposée devient une dilfcrcncc ; et 
le point Z correspondant à cette supposition, sera appelé excentre des 
moyennes distances des points donnés pour les coefliciens donnés. 

Lorsque tous les coefliciens donnés sont égaux enlr’éux , et en particulier 
égaux à l’unité ; le point Z est le centre simple des moyennes distances de» 
points donnés , et la perpendiculaire Z\ prise autant de fois qu’il y a de 
poiuis est égale à la somme des perpendiculaires abaissées des points donnés. 
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§ 3 . 

. 3. Théorème. Soient trois points donnes de position , et soient trois coeffi- 
ciens correspondans donnes de grandeur, j’affirme qu’on peut trouver le centre 
des moyennes distances, de ccs trois points correspondans à ces coeiïiciens. 

Soient A , A’ , A", trois points donue’s de position; cl soieul m , m' , ni” , 
trois coetficiens correspondans donnes de grandeur. J’affirme qu’on peut déler- 
miner le point 7. tel , qu’abaissant sur une droite quelconque des perpendi- 
culaires AB, A'B, A"B" et Z Y , toutes dirigées dans un même sens relati- 
vement à celle droite, on ait l’e'qualion : 

m X A B -f- m’ X A’B’ -4- m" X A" B” = ZY ( m -4- ni 1 -t- m” ). 

En effet ; soit z le centre des moyennes distances des points A et A' pour 
les coeflicirus m et m' ; et soit Z le centre des moyennes distances des points A” 
etepour les coelTiciens rn" Ona, m X A B-4-m’ X A'B's=.cy(nH-ni'). 

Donc, mXAB-hm'xA'B' + m"x AT=J/(ra+m')+m"xA"B". 
Mais, ejr (m-Hni 1 ) -f- ni” X A"B"=s Z Y (m-t-m'-}-ni") ; donc, 
m X AB + ni' X A'B' -+- m" X A"B"= Z Y (ra-f-m'-f- m" J. 

Remarque 1 , La position du point Z doit être la même, quels que soient 
les deux points dont on combine Je centre des moyennes distances avec le 
troisième. 11 faut donc prouver que les droites AZ et A 'Z rencontrent les 
côtes À' A", et AA", dans les centres des moyennes distances de leurs exlre'- 
mitc's pour les coeiïiciens correspondans, et que ces droites sont aussi coupées 
en Z de manière que ce point est le centre des moyennes distances de leurs 
extrémités. C’est ce que je fais comme il suit : 

Soit z le centre des moyennes distances des points A et A' pour les coefïi- 
cieus m et m' ; et soit z le centre des moyennes distances des points A' et A" 
pour les coelTiciens ni' et m" ; que les droites A "z et Az' se coupent en Z ; 
j’affirme que Z est le rentre des moyennes distances des points A , A' , A", pour 
les coelTiciens m , m', m". 

Rar z soit menée à A' A" une parallèle qui rencontre A z' en I. 

, J*ar construction : A"z' AV — ni’ ; ni" 
et A! il 1 tz = AA' : Az 

— m + m' : m' 
donc, A"/ t tz — m-f-m' : m" 

Mais , A'V ; tz= A"Z : Zz 
Donc, A "Z :Zz = m-4-m' : m". 

Donc le point Z est le centre des moyennes distances des points A" et z pour 

les 
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les coefficiens m" et m-t-m' ; et partant il est le centre des moyennes distances 
des points A , A', A", pour les coefficiens m , m’, m". 

On montre de même, que A Z Zi =ni -+- m" C m. 

Item ; la droite menée de A' au centre des moyennes distances des points 
A et A" pour les coefficiens m et m" coupe la droite A"z dans le même point Z ; 
partant le point Z est bien le centre des moyennes distances des points A, A' , A” 
pour les coefficiens m, m', m"; et ce point est unique. 

Remarque a. En particulier : que les coefficiens m, m', m" soient égaux 
cnlr’eux. Le point Z se trouve en joignant les sommets du triangle AA' A" 
avec les milieux des côtés opposés , par des droites ; le point de section de ces 
trois droites est un point unique , et chacune d’elles est coupée en deux parties, 
dont l’une située du côté du sommet est double de l'autre. 

Corollaire. Soit AB A'B' un parallélogramme dont les diagonales AA', BB', Pig. 4. 
se coupent en C ; soit prolongée une des diagonales B'B d’une quantité BA" 
égale à cette diagonale elle-même. J’affirme que le point B est le centre des 
moyennes distances des points A , A', A". 

En effet, dans le triangle A A' A" , la droite A"C est menée au milieu dû 
côté opposé AA', et elle est coupée en B en deux parties dont l’une BA" est 
double de l’autre BC. 

Corollaire a. Soit AB A'B' un parallélogramme. Par un des sommets B de 
ce parallélogramme soit menée une droite quelconque extérieure au parallélo- 
gramme. Sur cette droite soient abaissées depuis les sommets restans A, B', A', 
des perpendiculaires Aa, B'b', A'a'. J’affirme que la somme des deux perpendi- 
culaires extrêmes est égale à la troisième. 

En effet ; soit prolongée la diagonale B'B eu A" d’une quantité BA" égale 
à BB'; et soit A"a" perpendiculaire à la droite menée à volonté. 

Puisque le point B est le centre des moyennes distances des points A, A', A", 
et que les points A et A' sont situés d’un côté de la droite a a' taudis que A" rst 
situé du côté opposé : A" a" = Aa -+- A'a' ; mais , A"a" = B'b' j donc, BV== 
Aa-t-A'a'. 

Autrement. Soit C le point de section des diagonales AA', BB', et soit Ce 
perpendiculaire à aa', Aa -+- A'a' = aCc; mais, BB' = aBC ; donc, B'l*'?= 
aCc ; donc Aa -f- A'a' = B'b'. 

Ou a aussi Ba — Ba' = Bb'. 

Lorsque la droite sur laquelle on abaisse les perpendiculaires passe en dedans 
du parallélogramme, la somme des segmens retranchés de celte droite, à 
compter depuis le point B , par les perpendiculaires abaissées des points A et A * 
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est égale au segment retranche de la même droite par la perpendiculaire 
abaissée du point B' ; et en particulier , si des points A et A' on abaisse des 
perpendiculaires sur la diagonale B B' , celte diagonale est égale à la somme 
de scs segmens retranchés par les perpendiculaires abaissées sur elle des 
points A et A' 

Corollaire o. Charpie diagonale d’un parallélogramme passe par le centre des 
moyennes distances d'une de ses extrémités et des deux sommets restans, et 
elle est coupée à ces deux centres en trois parties égales. 

Dans le parallélogramme AB A'B' dont les diagonales se coupent en C en 
deux parties égales ; soit menée la droite B'z au milieu de AB, laquelle ren- 
contre en Z la diagonale AA*. 

Dans le triangle ABB', le point Z est le centre des moyennes distances des 
points A , B , B' j et B'Z = aZz. Mais les triangles AZz, A'Z B’ sont sem- 
blables; et partant AZ : A'Z=Zz : B'Z; donc aussi A'Z — aAZ. 

Calcul. Soieula, a! et C les angl.es que la droite sur laquelle on abaisse les per- 
pendiculaires fait avec les droites BA, B.V et BB’ , on a l’équation BAcos «-f- 
B A' cos « = BB' cos C ; en supposant que la droite menée est intérieure au 
parallélogramme, et BAsin«-f- BA' sin a = BB’sin. C, Iorsqne la droite sur la^ 
quelle on abaisse les perpendiculaires est extérieure au parallélogramme, 

lient s dans le premier cas, B A sin a — BA'sin «' = BB'sinf. 
dans le second cas , BA cos « — BA' cos«' = BB' cos C. 

$ 4 . 

Théorème. Soient À, A', A", A'" quatre points donnés de position sur 
un plan , et soient m , m' , m" , ni" , quatre coefficieus donnés correspondant 
J’affirme qu’on peut déterminer le centre Z de leurs moyennes distances pour 
les coefficiens donnés. 

Soit 2 le centre des moyennes distances de deux des points donnés , tels que 
A et A" pour les coefficiens corrcspondans m et m". 8oit t' le centre des 
moyennes distances des deux points restans , K 1 cl A’" pour les coefficiens cor- 
respondait m' et m"' ; soit Z le centre des moyennes distances des points z et z' 
pour les coefficiens m-H»" el m'-p-m'". Ce point sera le centre des moyennes 
distances des points proposés pour les coefficiens donnés. 

En effet : Soient AB , A’B' , A"B" , A'"B'" les perpendiculaires abaissées 
dès points donnés sur une droite quelconque extérieure au système de ces 
points. El soient zy , z'y', ZY, les perpendiculaires abaissées des points z, z',Z 
sur la même droite. On a les équations 
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mXAB-f- 1 »“ X A"B" = {m-t-m") zy. 

m'xA'B' + m 1 " X A'"B"' = n/") z'y'. 

Donc , mxAB+m 1 X A'B'-f-m” >c A"B" -t~m'" x A'"B'"={m4-ni”)zv-f- 
( m' -+- m'" )»'/=( m -4- m'-+- tu" -h m’" )ZY. 

Remarque 1 . Le point Z est uui<juc ; et on parvient ii nu seul et même 
résultat, quelle que soit la manière dont on combine deux, à deux les points 
donnés. 

Remarqua a. Lorsque les coeffieiens m, m' , m”, m'", sont tous égaux 
enlr’cux ; le point Z est le point de section des diagonales du parallélogramme 
dont les sommets sont les milieux des côtés du quadrilatère A. A! A? AJ". Et» 
particulier , lorsque le quadrilatère A A’ A" A'" est un parallélogramme , ic 
point Z est le poiut de section de ses diagonales. 

5 5 . 

Théorème. Qu’il ait été prouvé que pour des points A, A’, A", A'" . . . A* -1 , A*, 
donnés de position , on peut trouver le centre de leurs moyennes distances 
pour les coeffieiens donnés correspondans, m,m',ra", m'". . . . in*.Soit A*+‘ un 
point de plus, et soit m"+* un coefficient correspondant. J’affirme qu’on peut 
trouver aussi le centre des moyennes distances de tous ces points pour les 
coefficient correspondans. 

En effet, soit s le centre des moyennes distances de tous les premiers peints, 
et soit zy la perpendiculaire abaissée de ce point sur une droite quelconque. 
Soit Z le centre des moyennes distances du points et du point A*+> pour les 
coefficient m" et m s +‘ , et soit ZY perpendiculaire à la même droite. 

Par supposition , J. m"A s B’ 1 = zy J. m s . 

Donc, /. m’ A"B !< -y m*+ l X A^ 1 B*+ I = zv J. m” m*+* xA*+* 

Ou , /. m"+‘ X A"+’ B"+' = zy /. mM-tn""!" 1 X A x +* B^d -1 . 

Mais, zy/. mM-m"+' X A*+'B'+ t =ZY /. m"+'. 

Donc , /m*+» A s +» B* P' — ZY /. m*+'. 

Or ; la détermination du centre des moyennes distances a été prouvée pos- 
sible pour des points en petit nombre, tels que a , 3 , 4 ; donc, augmentant 
Successivement le nombre des points d’une unité , elle est possible pour un 
nomlire quelconque de points. 

Parlant ; des points en nombre quelconque étant donnés de position sur un 
plan ; et des coeffieiens correspondans étant donnés de grandeur, on peut 
trouver eu même teins la position d’uu point et la grandeur d'uu coefficient 
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correspondant , de manière qu'abaissant des premiers points et du point à 
dc’terminer des perpendiculaires sur une droite quelconque ; et prenant les 
produits de ces perpendiculaires par les coefficiens correspondatis' , la somme 
des premiers produits soit égalé au produit de la perpendiculaire abaissée du 
point à déterminer, par le coefficient correspondant à déterminer. Savoir ; Z 
est le centre des moyennes distances de tous les premiers points donnés pour 
les coefficiens donnés j et ou a l’équation /. m*xA"B" = ZY J. m". 

Remarque. La détermination du centre îles moyennes distances d’un nombre 
proposé de points pour des coefficiens correspondans donnés, exécutée confor- 
mément au procédé précédent , parotl avoir l’iuconvénient de supposer connus 
les centres des moyennes distances de points donnés pour tous les nombres 
inférieurs au nombre proposé. On peut dégager celte détermination de cet 
inconvénient , en l’exécutant immédiatement sur uu nombre quelconque de 
points , de la manière suivante. 

$ 6 . 

D’un même point soient menées deux droites quelconques , par exemple 
perpendiculaires l’une à l’autre; lesquelles soient prises pour axes. Depuis tous 
les points donnés soient abaissées sur ces deux axes des perpendiculaires ; soient 
pris les produits de ces perpendiculaires par les coefficiens correspondans 
donnés de grandeur , et soient prises les deux sommes de ces produits. Soit 
divisée chacune de ces deux sommes par la somme des coefficiens donnés , 
et soient prises les deux droites qui sont les résultats de cette division. 
Soient élevées des perpendiculaires aux deux axes respectivement égales à ces 
deux droites ; par les sommets de ces perpendiculaires soient menées des 
droites respectivement parallèles à ces axes ; le point de section de ces paral- 
lèles est le ccutre des moyennes distances des points donnés pour les coeffi- 
ciens donnés. 

Ce point de section jouit (par la construction) de la propriété du centre 
des moyennes distances relativement aux deux droites prises pour axes. Il faut 
prouver qu’il en jouit aussi relativement à toute autre droite. 

Il est évident qu’il en jouit relativement à toute autre droite parallèle à 
l’un des axes , puisque toutes les perpendiculaires relatives à cette autre droitu 
diffèrent des premières d’une même quantité. Il suffit donc de prouver que le 
point de section des deux droites parallèles aux axes, jouit de la propriété du 
centra des moyennes distances relativement à une droite menée par l’origine , 

faisant 


Digitized by Google 



ET D’ANALYSE ALGÉBRIQUE. 9 

faisant avec les axes des angles quelconques, d'où il suit qu’il en jouit aussi 
relativement à toute autre droite parallèle à cette dernière. 

Soit S l’origine ou le point de section des deux axes, et soit A un point 
depuis lequel on abaisse sur les axes les perpendiculaires AB et Ab ; par & soit 
tnene'e toute autre droite sur laquelle soit abaisse'e lu perpendiculaire AC. 

On a (J. 3.*) AC— SA sin. ASC=AB cos. BSC-f-Ab sin. BSC : appliquant 
cette e'qualion à tous les points donnés on a l'équation , J. m* A* C" — cos. 
BSC X J. m*A*B" sin. BSC J. ni" A" b". Soient Z Y et Zy , les perpendicu- 
laires abaissées du centre Z des moyennes distances sur les deux axes; et soitZY 
la perpendiculaire abaissée du même centre sur la troisième droite SC, on a : 

/. m" A" C“ = cos. BSC X Z Y J. m" -f- sin. BSC x Zy J. ni" 

— m» (ZY cos. BSC-f-Zy sin BSC. ) — Z Y J. m". 

Donc le point Z qui jouit de la propriété du centre des moyennes distances 
relativement à deux droites perpendiculaires entr'elles, en jouit aussi relati- 
vement à toute autre droite faisaut avec les premières des angles quelconques. 

$ 7. 

11 y a quelques figures pour lesquelles le centre des moyennes distances de 
leurs sommets se détermine sans aucune difficulté. 

Lorsque daus une figure il y a un point qui coupe en deux parties égales toutes 
les droites menées par ce point et terminées à son contour ; ce point est appelé 
son centre de figure. Si une figure a un centre de figure , il est en même tems 
le centre des moyennes distances de ses sommets : savoir , la perpendiculaire 
abaissée de ce centre sur une droite quelconque , prise autant de fois qu’il y a de 
sommets , est égale à la somme des perpendiculaires abaissées de ces sommets. 
Ainsi le point dé section des diagonales d’un parallélogramme est le centre des 
moyennes distances de ses sommets ; et le centre d’une figure régulière d’un nom- 
Lre pair de côtés est aussi le centre des moyennes distances de ses sommets. J’af- 
firme qu’il en est de même pour les figures régulières d’un nombre impair de côtés. 

Eût efTet : soient joints par des droites les milieux des côtés alternatifs d’une 
figure régulière F d’un nombre de côtés intpairement pair ; on obtient une 
figure régulière F' d’un nombre impair de côtés , dont les sommets sont les 
milieux de ces côtés alternatifs. La somme des perpendiculaires abaissées des 
extrémités d’un des côtés de la figure F sur lequel est un sommet de la figure F', 
est double de la perpendiculaire abaissée du sommet de la figure F' qui est sur 
cc côté ; donc , la somme des perpendiculaires abaissées des sommets de la 
figure F, est doulde de la somme des perpendiculaires abaissées des sommets de 

C 
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la figure F' ; mais la première somme esl égale à la perpendiculaire abaissée 
du centre prise ttulaiil de lois que la première ligure a de côtes , cl parlant 
elle est double de la perpendiculaire abaissée dli Centre prise niilaul de fois 
que la seconde figure a de côtes ; donc , la somme des perpen lictdaires abais- 
sées des sommets de la seconde ligure , rst égale à la perpendiculaire aliaissce 
de son centre, prise autant du fois ipi’clle a du côtés» 

$ 8 .’ 

Soient prises pour ases successivement chacune des droites menées du 
centre Z des moyennes distances aux points A, A' , A" , A'" .... À" , on a 
les éipiations. 

111 XZA+ iti'XZAW AZA’ +m" X ZA’Vo». AZA"+ m’"XZÀ'”cos. AZA’"+ . . . +tn* X ZA*co,. ;AZA*=®, 

WXZAcm. A'ZA-t-m'XZA'+m"XZA , 'ca>..VZA"-t-in'"X ZV" coi. A'ZV-f- (-ni* X ZA* c®.. A'ZA*=o. 

œXZA .o..A' Z;\ (-iii'X ZA'cM.A'ZA’+m'XZA'4-ni'» X ZA'"co..A"ZA'"+* }-iii"x ZA N co». A"ZA«i=o. 

J5i XZA coï. A'ZA-j- m'XZAco». ra' f X ZA^cos. A " Z .V n. X Z.V-f .. . 4- tu v X ZA* co». A'“ZA O. 

»XZAco». A ! ‘ZA-(-ni , XZA , «».A , ‘ZA'-(-io"XZA' , c<». A*ZA”+m"Z.V"e<». A K ZA'"+ ...+ « i*XZA*=*. 

$• 9 - 

Soient multipliés les premiers membres de ces équations successives rcspcc- 
timent par m xZA , m , xZ.\. , ,iii" r XÎ£A ,, ,ni ,,/ XiJA ,w ... m’*xZA !i ; cl soient prises 
les sommes de tons les produits , on obtient l’équation : 

mrnXZA +m'm'xZA'»+ni"m"XZA" +ni'"m'' , XZA'" d -fm»nt* XZA»= 

-f 2iuiu'.VZX^A'co».AZA'-j-2mm"AZXZA"co».\ZA"-f'îrt»m , "AZX^ A'"coi.AZA ,,, -t-...-f-2iMii«*AZX2A ,r eoj. AZA* 

«f am'm' A'ZX ZA" coi. A'ZÀ'VainW* À'ZXZA'" *o*. A7.A w f ...+ 9in , ii>*A'ZxZA* cot.À'ZÀ* 

+ a«u'W"A , ’ZXZÀ ,,, co». A^ZA^'-f- ... -f in/ r ni"A*'Zx/*A , % î . A^ZÀ* ’ 

-f 2m" , iu ÎS A' ,, Zx2iA A toi. À^ZA* 

X* I X X-l X X-I X 

-f-an» ni A ZXZA co«. À ZA i— • 

5 io. 

Dans dette équation soit substituée — mAZ à sa valeur 
n.'A r Zcos.AZA'+m"XA"Zcos.AZA"+m'"XA'"Zcos.AZA"'+...+m«A*Zc«.AZA*ion 
obtient ré(|uation : ' 

mmZA s =m'm'xZA ,4 +m"m"XZA" , +V"™"'XZAU' J +...+m s m*ZA! 1 * 

+2in'm"A'ZXZA"co..A'ZA"+ani'm"'A , ZXZA , "roi. A'ZA" / ...+am'm ! ‘A'ZXZA ,, cn,. A'ZA* 

+am"m'"A"ZXZA'"c».. A"ZA'"...+am"to"A"ZxZA’‘co.. A"ZA" * 
-t-ani' " m K A"' Z X Z A "co«. A'"Z A* 

+am , - , œ' , A’ i - | ZXZA *coi.à n *ZA* 


Digitized by Google 


Il 


ET D’ANALYSE ALGÉBRIQUE. 

En particulier , que tous les coefliciens m, ni', m", Ill” , ... m* soicui égaux 
eiiirVux , ou a : 


Z\ —7 A' * + Z A" * -I- Z A"'* -f- -4 -ZAh* 


+aA'ZXZA" cos . A'Z A"+ a A'ZXZ A'" cos. A'/ A'". . . + aA'ZxZA* cos. A'ZA» 
+2 M’ZXZA'" co».A"ZA"'. . .+ 2 A"ZXZAn cos. A"ZA» 

+jA'"ZXZAn cos. A'"ZA w 


-4- 2A*- 1 ZXZA« cos.A , - , ZA» 
Savoir : le carre’ île la distance du centre des moyennes distances il’un nombre 
de points donnés à l’un de ces points, est égal à la somme de la somme des carres 
des distances de ce centre aux points resians cl du double de leurs rectangles 
deux à deux par les cosinus de leurs inclinaisons. 


§ 11 . 


Dans l’équation du J g soit substituée au rectangle sAZ X ZA'eos. AZA * , 
Sa valeur ZA*+ZA ,a — AA**; soit faite la même substitution pour chacun des 
antres rectangles , et soient faites les réductions convenables ; on trouva 
finalement: 

ni X ZY+ m' X ZA' S -+- m" x ZA" a -4-tu"' X ZA'" , -f-...-+-m« xZA»* 


mm' a mm" . „ a mm'" » 

— ; r. AA AA -h-r~~rAA. -4 

/. m» J ■ ni» J. m» 

m'in" * m'ui’" s 
■+• y— A' A" ■+■— - A' A'" ■ 
J. tu» J. m» 


mur 

h /7^ 

/ y 

m m* 


AA» 


A'A N 


/. m» 


A"A" 


m nr a 

+ 7 — ;A A* 

ni" 




A '"A” 


--A-'A-' 

/. m* 


Savoir : la somme des espaces qui sont aux carrés des distances du centre 
des moyenues distances à chacun des points dans les rapports dont les expo- 
sans sont les coefliciens donnés, est égale à la somme des espaces qui sont 
aux cariés des distances des points donnés deux à deux dans des rapports dont 
les exposaus soûl les termes quatrièmes proportionnels à lu somme des coef- 
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ficiens donnes, et aux deux cocfficiens correspondait? aux points dont oh 
prend la distance (1). 

Symboliquement. On a l'équation , /. m» X A S Z , =/ — X A’^A* 

/. m" 


En particulier que tous les cocfficiens soient égaux entr’eux ; et soit n le 
nombre des points , on a l'équation 

/.A»Z*= '—J. i n X /. A*Z* =/. A*' 1 A».’ 

Exemple : Dans un polygone régulier, le carré du produit du rayon par le 
nombre des sommets est égal à la somme des carnés de tous les côtés et de 
toutes les diagonales de ce polygone. 


$ 12 . 


Je passe à la détermination de la position du centre des moyennes distances 
relativement à l'un des points donnés de position , et relativement à l’une des 
droites qui joignent ces points deux à deux. 

Soit prise l’une de ces droites, telle que AA' ; soient abaissées sur elle des 
perpendiculaires depuis les points restaus et depuis le centre des moyennes 
distances ; et soit ZY la perpendiculaire abaissée sur cette droite, depuis lo 
centreZ des moyennes distances, on a les deux équations suivantes: 

ZY/. m* = m"AA" un. A ‘AA" + m"‘AA‘” «in. A’AA’" -f- q. m* AA* un. A'AA* 

AY/. m*=m'AA'q-m''AA" co*. A'AA" + .«"'A A"' cos. A'AA"’-)- . . . -f-m* AA* cos. A'AA* 


De 1> : 


ZY 

— =i«ng-ZAA'= 
AY 


m"AA" iin.A , AA l '*4-in , ''AA"' »in. A'AA'"-f- . . .-f- ru w A A x m, A'AA* 
m' A A' -f m'AA" co*. A'AA" -f- m'" AA'" c«». A'A A'"+ . . . -f iu*À A* 1 coi. A'AJL" 


Ct AZ S /s ’ m*= [m'A A'q-tn"AA" cos. A'A A"q.m"'A A"' cos. A'AA'"-)-. . . -)-m*AA*cos. A'A A* J* 
-f-[m*AA"sù., A'AA"-(-m'"AA"’sin.A’AA"'-f . ., -f- ra*AA*sù>. A'AA* j» 


= m'm'AA' a -f m"iu"AA v '* -f-ai"'m , "A.V“ > -)-... +m*m*AA** 

am'm , 'AA'XAA"co*.A'ÀÀ"-J-2niW M AA , XAA'"cos.A'AA'"-f-,..-}-am'in w AA'XAA îr r<M.A'ÀA* 
-f 2jn' / u»’ , 'A.\"XAA"’co*,A ,r AA' ,, -J-o.,-|-2ni"ni w AA''X A A 5 * co*. A" AA* 
-f2iu'"»"AA" r XAA ! 'co«.A"'AA* 


•fjm®' 1 ra*AÀ K_, XAÀ*coj.À’ , ' , AA* t . 


(i) Cette proposition remarquable a été publiée en premier lieu par le célèbre La Grange, 
dans le* Mémoire* île Berlin. 

Appelé par des recherche* sur la Poljconomélrie et sur la Polyhédrométrie à m'occuper 
du même objet , je Va vois aussi trouvée de inoncôté , ct j’en arois envoyé le développement 
À V Académie de Pélertbourg, avant que je connusse le travail de ce profond mathématicien. 

soient 
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Soient ftulisûluecs à ces derniers rectangles leurs valeurs tirées des équations 
aAA'x AA" co». A'AA"=AA' î -t-AA"* — A' A'' 1 ; on a l'equation 

A7. 3 /. s m*= =[n.'XAA' , +m"XAA" , + m "' X AA’"’ .. . -f .ii'xAA-* 1 J f/i»*— m] 

Jm’m" X A Ax A A" toi. A'A.\"~t- ïmV'XAA'XAA"' cos. A AA'"-p . . . ïnini** A A'XA A v ros. A 'A A* 

+ 3tn''m"'X A A" X A A"* co». A"AA’"-f- . . . W’ro* X A A"X A A* co.. A "A A* 

-f-jra"m*XAA' , 'XAA*c.».A'”AA’ ! 

-f 2 to h " ï ro’X AA*-' X AA* co>. A*' 1 A A* 

On a Jonc î* position du centre Z , par l’angle Z A A' que la droite menée 
de ce centre à l’un des points A fait avec la droite menée de ce point à l’un 
des poiuts restans , et par sa distance à ce même poiut. 

5 l5. 

Ce qui a été dit sur le centre des moyennes distances de points dbnnés 
de position pour des cocfficiens donnés de grandeur, s’applique (avec les 
changcmcns de signes convenables) à Y excentre des moyennes distances. 

Premier exemple : Soient A et A' deux points donnés de position , et soient 
m et m’ deux cocfficiens correspondans donnés île grandeur et inégaux entr’eux , 
dont m est le plus petit. Sur AA' prolongée de A en A’ soit déterminé le point 
Z de manière que AZxm = A'Zxm' ou A Z : A'Z—m r : m; puis sur uno 
droite quelconque , relativement à laquelle les points A , A', Z , soient situés 
d’un même côté , soient abaissées des perpendiculaires AB, À' B', ZY , on aura 
( J a. ) , ABxm — A' B’ X m'=ZY ( m' — ni ). 

Lorsque m=m' le point Z ne peut pas être déterminé, il est dit infiniment 
éloigné : alors , AB X m — A' B' X iu'=m ( AB — A B'j ; et partant celle différence 
peut être quelconque. 

Second exemple : Soient A, A', A", trois points donnés de position; et 
soient ni, m' , m", trois cocfficiens correspondans donnés de grandeur. Ou 
peut déterminer le point Z de manière qu’abaissant depuis tous ces points 
sur une droite quelconque des perpendiculaires ( dans une même direction, 
relativement à celle droite), lesquelles soient AB, A’B’ , A"B" , ZY , ou 
ail l’équation : oiXAB-fui'xA'B 1 — ni" X A ,, B ,, =ZY ( m-t-ni' — ni"). 

En effet, soit déterminé le centre r , des moyennes distances des points A et A', 
pour les cocfficiens correspondans m et ni' ; cl soit déterminé l’excentre Z des 
moyennes distauccs des points z et A" pour les cocfficiens nH-ni' cl m". Ce 
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point Z est l'excentre îles moyennes distances dos points A, A 1 , A", pour les 
coefliciens ni , ni’ et m". 

Pour que le point Z puisse être détermine , on doit avoir non 

égal à m". Lorsque ni" ; le point Z est sur A"z , prolongée de A” au- 

delà de z; et on a l’équation : ni X AB-J-n/ X A’ B' — in"X A"B"— ZY(m-)-m' — ni"). 

Lorsque m-f-n/<^tn" ; le poiut Z est situe sur A"z prolongée de z au-delà 
de A" et on a l'équation : 

n." X A"li" — ( ni X A B-+-m' xA'B') = ZY ( ni"— m— ni' ). 

Lorsque m-|-m'=ro" ; le point Z ne peut pas être déterminé , il est dit infi- 
niment éloigné, et la différence mX AB-f-m* X A’B' — tu" X A" B" peut cire 
quelconque. 

Lorsque le point z coïncide avec le point A" , le point Z convient aussi avec 
chacun d’eux jet on a ni X A B— f- m’ X A' B' — m" X A"b"=;{iii-t-iu' — ni") À"B". 
Que les points A cl A’ soient situés d’un des côtés de la droite sur laqurllc 
on abaisse les perpendiculaires , et que le point A" soit situé de l'autre côté 
de la même droite; on a l’équation : ni X AB -+- ni’ xA’B’-f- ni" X A"B" = 

( m -f- m' — m" ) ZY. 

Troisième exemple. Soient A , A', A", A'" , quatre points donnés de posi- 
tion , et soient m , m’, ni", ni’", des coefliciens donnés; soit Z un cinquième point. 
De ces points soient abaissées sur une même droite , dans une même direction 
relativement à elle, des perpendiculaires AB, A’B 1 , A"B” , A'"B’" , ZA . 
l.* On peut déterminer le point Z de manière qu’on ail l’équation : 
mxAB+m'x A'B’-f- m" x A"B" — m"' X A'"B"’= ZY ( m -f- m’-f- m"- m’" ). 

Soit r le centre des moyennes distances des points A , A’, A" , pour les coef- 
ficiens m , m f , m" ; et soit Z l’excentre des moyennes distances des points i cl A'" 
pour les coefliciens m-f-m’+m" et m’". Le point Z est le point cherché. 

a.” On peut déterminer le point Z de manière qu’on ail l’équation mxAB 
+tn' X A’ B' — m" X A"B" — m'" X A'"B'"= ZY (m+n/— m"— m'" ). 

Eu effet, soit z le centre des movennes distances des points A cl A' pour 
les cocflieicus m et tu’ , et soit z' le centre des moyennes distances des points 
A" et A'" pour les coefliciens m" et ni'"; enfin soit Z l’excentre des moyennes 
distances des points z et z ' pour les coefliciens m-i-m et m"— \-m' n . Le point Z 
est le point cherché. 

Pour que le point Z puisse être déterminé , on doit avoir m-\-m’ non égal 
à ; lorsque ces deux sommes sont égales, la différence ( m-|-m' ) 

7 .y — z'y'— (in-Hu’ ) (ty — z’y’ ) ; et lorsque les points l et z' coïn- 
cident la question est indéterminée. 
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Ainsi , «Inns un parallélogramme , les sommes des perpendiculaires abaissées 
sur une droilc quelconque depuis les sommets opposes ,sonl égalés cnlr’cllcs, 
ou la différence de ces deux sommes est zéro. 

Généralement. Soient des points en nombre quelconque donnes de position, 
et soient des cocfliciens correspondons douués de grandeur. Soient d’autres 
points eu nombre quelconque aussi donnes de position , et soient aussi îles 
coeflicions correspondans donnes de grandeur. Soit cherche le centre des 
moyennes distances des premiers points pour les coelücicns donnes ; soit aussi 
cherche' le centre des moyennes distances des seconds points pour les coellicicns 
donnes; soit déterminé (s’il est possible) l’excentre des moyennes distances de ces 
deux centres pour les sommes des coefficicns correspondans. Il sera l’exccntrc du 
système «les premiers points cl du système des seconds points , pour les coefft- ' 
cieus donnes. 

Les propositions qui ont e'te’ «le'vcloppe'es dans les $ 8 et il ont leurs corres- 
pondantes pour l'excentre des moyennes distances , en changeant les signes des 
coefficieux des termes correspondans aux points «yui appartiennent au second 
système. 

Je passe aux applications des propriétés du centre des moyennes distances 
aux ligures rectilignes. 

§ l4. 

Théorème. D’un point pris sur le plan d’un triangle soient menées des droites 
respectivement égales et parallèles à scs côtés en tournant toujours dans un 
même sens. J’affirme que ce point est le centre des moyennes distances des 
extrémités de ces droites. 

Comme tous les systèmes de droites engendrés conformément à la supposi- 
tion , ne diffèrent enlr’eux que par la position , il suffit de montrer que la 
proposition est vraie pour le système engendré par les droites menées d’un des 
sommets du triangle. 

Soit donc SA.V un triangle ; par un des sommets tel que S soit menée à AA’ -, 
une parallèle Sa’ égale à elle, cl soit prolongée A 'S de l’autre côté du noiui S 
d'une quantité Sa" égale à SA’. J’affirme que le point S est le centre des moyennes 
distances des points A, a', a". 

Soient menées les droites Aa', a'a", a’’A, et que la droite a'S rencontre 

A u 

a en a. 

Les droites Sa cl AA’ étant parallèles cntr’elles, les triangles Aa” A’, aa”S 
sont semblables; niais A’a" = aSu", donc, Aa"=aaa" , cl AA’=aSa ; mais 
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AA'— Sa ; doncSa'=aSa; donc, dans le triangle AaV' , la droite a’a est 
menée du sommet a' au milieu du côlc' oppose’ , et elle est coupe’e en S en deux 
parties dont l’une Sa' est double de Sa : donc (§ Z) , le point S c»t le centre 
des moyennes distances des points A , a’ , a". 

Second exemple . Soit SA A' A" , un quadrilatère. Par un des sommets tel 
que S de ce quadrilatère, soient menées des droites Sa’ , Sa" respectivement 
égales et parallèles aux côtes AA', A' A", et soit A"S- prolongée en a'" du 
côté île S, d’une quantité Sa'" = SA" ; j’affirme que le point Scsi le centre des 
moyennes distances des points A, a’ , a" , a'". 

Soit prolongée A'S de l’autre côté du point S , d’une quantité 8*" = SA'. 

Da ns le triangle ASA' , le point S est le centre des moyennes distances des 
points A , a' , a" ; et dans le triangle A'SA ' , il est aussi le Centre de» moyennes 
distances des points A' , a" , a’" ; donc, le point S est le centre des moyennes 
distances de tous les points A, A' , a’, a", a", a'". Mais, puisque SA'=S«" , le 
point 8 est aussi le centre des moyennes distances des points A' et a" ; donc , le 
point S est aussi le centre des moyennes distances de points reslans A , a’, a", a". 

Troisième exemple. Soit SAA’ A" A'" un pentagone. Par S, soient menées les 
droites Sa’, Sa", respectivement égales et parallèles aux côtésAA’,A'A",A"A'"; 
cl soit A"'S prolongée en a'" d’une quantité Sa IT =SA'". J’anirmc que le point S 
est le centre des moyennes distances des points A, a', a", a'", a”'. 

Que les diagonales A'S et A”S soient prolongées en a" cl a'" de quantités 
égales à elles-mêmes. 

Parie premier exemple , le point S est le centre des moyennes distances de 
chacun îles systèmes de points, A , a’, a" ; A , a" , a'" ; A", a " , a"; donc , il est 
aussi le centre des moyennes distances de l’assemblage de tous ces points ; mais 
puisque SA' —Sa", et SV "--Sa”’ ; le point S est aussi le centre des moyennes 
distances des points A', a", a", a"'; donc , il est aussi le centre des moyennes 
distances des points restans A, a’, a", a'", a . 

Ou prouve de la même manière que la p 1 «position est vraie successivement 
pour des polygones dont le nombre des sommets augmente successivement 
d’uuc unité : savoir le point S est le Centre des moyennes distances, des som- 
mets reslans de la figure , des extrémités des droites menées , et des extrémités 
des prolongrmens des diagonales, égaux à ces diagonales elles-mêmes ; mais il 
est aussi le ceulrc des moyennes distances des extrémités des diagonales et de 
leurs prolor.gcmens } doue , il est le centre des moyennes distaoces des points 
reslans. 

Remarque. Tout ce qui a été dit sur les droites parallèles aux côtés d’une 

figure 
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ligure rectiligne, est e'galcment vrai pour les perpendiculaires à ers côle's , et 
e'gales à ces côle’s ou proportionnelles à eu»; en supposaut que ces perpendi- 
culaires sont mene’es dans un même sens , savoir , du dedans au dehors de la 
Bgure ou re’ciproquement. On a donc aussi le théorème suivant. D’un point pris 
sur le plan d’une figure rectiligne , soient abaissées sur ses côtés, à compter 
depuis ce point, et en tournant constamment dans un même sens, des perpen- 
diculaires proportionnelles à ces côtés : ce point est le centre des moyennes dis- 
tances des extrémités de ces droites. 

En effet ; l’angle formé par deux droites perpendiculaires à deux autres , est 
égal à l’angle formé par ces deux droites. Partant , les assemblages de droites 
égales deux à deux, dans l’un desquels ces droites sont parallèles à des droites 
données de position , et dans l’autre desquels elles leur sont perpendiculaires , 
peuvent convenir entr’eux. 

§ l5. 

D’après la proposition précédente, on peut appliquer aux Cgnres rectilignes 
l’équation du centre des moyennes distances , contenue dans le $ 6 , et ses con- 
séquences développées dans les 8 et 10 . On a pour un côté quelconque SA , 
l’équation : 

SA-j-S»'coi. ASa'-|-Sa"cos. ASa"-j-Sa'" cot. ASa'"-|-Sa»- 1 cos. ASa*->-j-Sa !, coa.ASa"=o. 

Or, les angles ASa', ASa w , ASa'". . . . A Sa" -1 , ASa" , comptés en tournant 
dans un même sens , sont les inclinaisons à SA des côtés restans de la figure 
pris extérieurement à elle, ou la somme des angles extérieurs compris entre SA 
et chacun de ces côtés. Partant, désignant les côtés d’une figure par A, B,C,D. . . 
L , M, désignant par ab l’inclinaison de deux côtés A et B prise extérieurement 
à la figure, et appliquant cette symbolisation à tous les côtés pris deux à deux; 
on a la suite d’équations : 

A -4- B cos. ab-4-Ccos. ac-t-Dcos. ad-t-. . . . -|-Lcos. al-f-Mcos. am = o. 

A cos. ab-t-B H-Ccos. bc-+-Dcos. bd -H. . .. -t-Lcos. bl-fr-Mcos. bm=o. 

A cos. ac-f-Bcos. bc-4-C -f-Dcos. cd-t-. . ..-t-Lcos. cl-t-Mcos. cm =o. 

A cos. ad -(-B cos. bd-t-C cos. cd-t- D -4-. . . .-t-Lcos. dl-t-Mcos. dm — o. 

Âcos.al -f-Bcos.bl -t-Ccos.cl -+-D cos. d! -+-... ,-t-L -t- Mcos. lm=o. 

A cos. am-f-Bcos.bm-(-Ccos. cm-t-Dcos.dm~t-. .. . -t-Lcos.Im-f-M — o. 

Soient multipliés les membres de ces équations par A, B,C, D. . . L, M, respec- 
tivement , et soient ajoutés tous les produits ; on obtient la proposition suivante. 
La somme des carrés des côtés d’une fijgurc rectiligne , est égale au double de la 
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somme de leurs rectangles deux à deux par les cosinus des supplc'mens des 
sommes des angles extérieurs compris enlr’eux. 

De là, substituant le double d’un des côtes h la somme de ses coefTiciens; 
et réduisant , on obtient la proposition suivante. Le carré d’un côté d’une 
ligure rectiligne est égal à l’excès de la somme des carrés des autres côtés sur 
la somme de leurs doubles rectangles deux à deux, par les cosiuus des supplément 
des sommes des angles extérieurs compris entr’eux. 

A A = B B - 4 -CC - 4 - DD - 4 - - 4 - LL - 4 - MM 

H- uBCcos. bc -J- a BD cos. bd -4- .... H- a BLcos. bl -H a RM cos. bnv 

-i-aCDcos. cd-f-. . . . -4- a CL cos. cl -4-aCMcos. cm .. 

-4-aDL cos. dl— 4— a DM cos. dm 

-4- a LM cos. lin 

Cette correspondance entre les propriétés des Ggurcs rectilignes cl celles du : 
centre des moyennes distances, peut être mise sous les yeux comme il suit: 

Des extrémités d’une droite soient abaissées des perpendiculaires sur une 
autre droite ( que j’appellerai base ) : la partie de cette droite comprise entre 
les pieds de ces perpendiculaires est appelée la projection orthographique (ou 
simplement la projectiou ) de la première droite. 

La droite projetée est à sa projection comme le sinus total est au cosious de 
l’inclinaison de la droite à 4a base. 

Partant , prenant pour base un des côtés d’une figure rectiligne , et projetant 
sur ce côté tous les côtés restons de la figure : ce côté est égal à la somme des 
pruduits des autres côtés par les cosinus de leurs inclinaisons à lui prises inté- 
rieurement à la figure; et ces inclinaisons sont les snpplémens des sommes des- 
soûles extérieurs compris entre ces côtés et la base. Voyez par exemple, pour 
des développemcus ultérieurs, mon Traité de polygonomélrte. 

$ l6. 

Définition. Le milieu d’une droite est le centre des moyennes distances des 
points qui , deux à deux , en sont egalement éloignés ; de là , le milieu dune 
droite est aussi appelé le centre des moyennes distances de celle droite.- 

Soit un assemblage quelconque de droites: soient pris les produits de chacune 
de ces droites par la perpendiculaire abaissée de son milieu sur une droite quel- 
conque prise pour axe, et soit prise la somme de ces produits. Suit convertie 
celle somme en un rectangle syant pour un de ses côtes la somme de toutes 
'ces droites ; l’autre côté sera la distance à cel âxc du centre des moyennes 
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distances de toutes ces droites; et parlant, pour trouver le centre des moyennes 
distance* d’un nombre quelconque de droites , on doit trouver le centre des 
moyennes distances de leurs milieux pour ces droites elles-mêmes prises comme 
CueHiciens correspondons. 

Lorsqu’on fait tourner une ligne droite autour d’un aie quelconque, la sur- 
face engendre'e par celle droite est égale à un rectangle , qui a pour hauteur la 
droite ge'ue'ratricc , et qui a pour base la circonférence engendrée par son 
milieu; parlant, elle est proportionnelle au rectangle de cette droite parla 
distance de son milieu à l’axe de révolution. Partant, la surface engendrée par la 
révolution d’un système de droites autour d’un axe relativement auquel elles 
sont situées d’un même coté, est égale à un rectangle dont un des côtés est la 
somme de ces droites , et dont l’autre côté est la circonférence décrite par 
le cpnlre de leurs moyennes distances. Partant, le système des droites reslaul le 
même , la surface engendrée par sa révolution autour d’un axe , est propor- 
tionnelle à la distance à cet axe du neutre des moyennes distances du système 
générateur. 

De là , si on connoît d’ailleurs la surface engendrée par le système de ces 
droites; on peut déterminer le centre des moyennes distances. 

Exemple. Soit un polygone régulier d’un nombre pair de côtés inscrit à un 
cercle , soit mené un des diamètres de ce cercle par deux sommets opposés ; et 
soit fait tourner le demi-polygone autour de ce d.» .lèlre. 11 est counu que la 
surface engendrée par la révolution du contour de ce demi-polygone est égalo 
au rectangle du diamètre par la circonférence dont l’apothcmc du polygone est 
le rayon ; mais cette surface est aussi égale à un rectangle dont un des côtés 
est le demi-contour du polygone, et dont l'autre côté est la circonférence 
dont le rayon est le centre des moyennes distances de ce demi-contour; par- 
tant, la distance à l’axe du centre des moyennes distances du demi-contour, 
est une quatrième proportionnelle à ce demi-contour , au diamètre et à 
l’apothème. 

Or ; une figure curviligne est la limite des figures rectilignes qui lui sont ins- 
crites et circonscrites; et la surface engendrée par la révolution d’une ligne 
courbe est aussi la limite des surfaces engendrées par les contours de ces figures. 
Parlant , on peut appliquer aux figures curvilignes ce qui est vrai pour les 
figures rectilignes , en tant qu’il est indépendant du nombre de leurs côtés 
( conformément à la doctrine des limites que ce 11’esl pas ici le lieu de déve- 
lopper ). Partant, une ligne courbe étant proposée, si on la fait tourner autour 
d’uu axe, la surface courbe engendrée par celle révolution dépend seulement 
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de la distance à cet axe d’un certain point appelé le centre des moyennes 
distances île celte courbe. 

Exemple. Soient substituées dans l’exemple precedent les limites des quan- 
tités qui en sont susceptibles, à ces quantités elles-mêmes ; on trouve que la 
distance du centre des moyennes distances de la circonférence d’un demi-cercle 
à la base est une troisième proportionnelle au quart de la circonférence et au 
rayon ; celte distnuce est donc environ les fj du rayon. 

Remarque. La proposition qui fait l’objet de ce $ , est , quant aux surfaces 
engendrées par révolution , une partie de la règle appelée par les modernes 
Règle de Guldin , quoiqu’elle lut déjà connue des anciens, 

0 17. 

Ce qui a été dit sur le centre des moyennes distances des points situés sur un 
même plan, et rapportés à une droite située sur ce plan, s’étend au centre des 
moyennes distances des points situés dans l'espace cl rapportés à un plan. 

Soient des points en nombre quelconque donnés de position dans l’espace; 
et soient des cocfGcicns en même nombre donnés de grandeur. Soit un plan 
quelconque relativement auquel les points donné* sont situés d’un même côté. 
De ces points soient abaissées sur ce plan des perpendiculaires, et soient pris les 
produits de ces perpendiculaires par les coefficiens correspondant donnés. Qu’il 
y ait un point tel qu’a b * sant de ce point une perpendiculaire sur le même 
plan , le produit de celte perpendiculaire par la somme des coefficiens donne'* 
est égal à la somme des premiers produits ; ce point est appelé le centre de* 
moyennes distances des premiers points pour ccs coefficien». 

Je vais prouver que ce point existe, pour un nombre quelconque de points 
donnés , et pour des coefficiens aussi donnes. 

Premier exemple. Soient deux points donné* de position dans l’espace. Le 
centre de leur moyenne distance relativement à une droite située dans le même 
plan qu’eux , est aussi le centre de leur moyenne distance relativement à un 
plan quelconque. 

En effet; la droite qui joint les points donnés, les perpendiculaires abaissée* 
de ces points sur un plan , cl la droite qui joint les pieds de ces perpendicu- 
laires , sont dans un même plan. 

Second exemple. Soient trois points donnés de position ; j’affirme la même 
identité. 

En effet , soit substitué à deux des trois points donnés le centre de leur 
moyenne distance , et soit délcrmiué le centre des Qioyetyics distances de 
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celui-ci et du troisième des points donnes , pour In somme des deux premiers 
coefficiens et pour le troisième coefficient. On obtient le centre dns moyennes 
distances des trois points donnés pour les cocfEciens donnes , relativement à un 
plan quelconque. 

Troisième exemple. Soient quatre points dans l’espace, donnes de position , 
et soient des coefficiens correspondaos donnes de grandeur; soit déterminé 
le centre des moyennes distances de trois de ces points relativement aux cocf- 
ficicns correspondans , et soit de nouveau déterminé le centre des moyennes 
distances de celui-ci et du quatrième des points donnés , relativement à la 
somme des trois premiers coefficieus et au quatrième ; on aura te centre des 
moyennes distances des poiuts donnés pour les coefficiens donnés relativement 
à un plan quelconque. 

En général, qu’on ait déterminé le centre des moyennes distances d’un 
nombre proposé de points pour des coefficiens donnés, relativement à un plan 
quelconque. On déterminera le centre des moyennes distances du système 
composé des premiers points et d’un point de plus auquel est aussi relatif un 
coefficient donné; en prenant le centre des moyennes distances du centre des 
premiers points et du dernier point , pour la somme des premiers cocfEciens et 
pour le coefficient répondant au dernier point. 

On montre, comme dans le cas des points situés sur un même plan, que 
le centre des moyennes distances de points donnés de position, pour des caef- 
ficions donnés de grandeur , est unique , quel que soit celui de cos points 
qu’on combine avec le centre des moyennes distances des points restans. Par 
exemple , soient quatre points donnés de position dans l’espace , cl que les coeh 
flciens correspondans soient égaux entr’eux ; ces quatre points sont les sommets 
d’une pyramide triangulaire , et le centre des moyennes distances de ces som- 
mets est sur chacune des droites menées d’un des sommets au centre des 
moyennes distances des trois sommets restans. Ou montre (à peu près comme 
pour trois points , $,3) que ces quatre droites se coupent en un même point, 
de manière que la partie comprise entre ce point et l’un des sommets est triple 
de la partie comprise entre le même point et la face de la pyramide opposée 
à ce sommet. 

Lorsqu’un polyhèdre a un centre de figure , celui-ci est en même tems 
le centre des moyennes distances de ses sommets. Cela a lieu en particulier 
pour les solides réguliers (le téirahèdre non compris), pour les parallélipipèdes, 
pour les prismes droits dont la base a uu centre de figure, etc. etc. 

.. ... . • ... ■ 

F. 
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$ 18. 

Théorème. Chaque diagonale d’un parallélipipède passe par les centres de* 
moyennes distances des extrémités des arrêtes que forment les angles solides 
dont les extrémités de cette diagonale sont les sommet» ; et elle est coupée à ce* 
points en trois parties égales. 

Fio. 9. Soient S et*, deux sommets opposés d’un parallélipipède; soient SA, SA', SA", 
les arrêtes du parallélipipède adjacentes au premier sommet ; et soient sa, »a', sa", 
les arrêtes adjacentes au second , et respectivement parallèles aux premières. 
Que les diagonales AA', Sa", se coupent en C , et que la diagonale Ss rencontre 
en Z la droite A"C j j’affirme que Z est le centre des moyennes distances des 
points A , A' , A", et que Ss= 3 SZ. 

Dans le parallélogramme A"Sa"s , la droite A"C est menée du sommet A" au 
milieu C du côté opposé; partant ( J 3 ) , *Z=aSZ , et A W Z = aCZ. Or, dans 
le triangle AA' A" , la droite A"C est menée au milieu C du côté AA', et elle 
est coupée en Z de manière que A"Z = aGZ; donc, Z est le centre des 
moyennes distances des points A , A', A". Partant , la diagonale Ss passe par 
le centre Z des moyennes distances des points A, A', A" , et elle est coupée à 
ce point en deux parties , dont l’une sZ est double de l’autre SZ. 

1." Application. La perpendiculaire abaissée du point s , sur un plan 
passant par S , est triple de la perpendiculaire abaissée du point Z sur le même 
plan ; mais , le triple de la perpendiculaire abaissée du point Z , est égale à 
la somme des perpendiculaires abais»ées des points A , A', A", sur le même plîtn ; 
partant, la perpendiculaire abaissée du point * sur un plan passant par S, est égale 
à la somme des perpendiculaires abaissées des points A , A’, A", sur le même plan. 

a.“* Application. Au plan passant par S soit substituée la droite perpen- 
diculaire à ce plan cl passant par S; que cette perpendiculaire soit appelée SR, 
les perpendiculaires abaissées sur le plan depuis les points A , A', A", sont res- 
pectivement égales aux segmens de celte droite qui en sont retranchés depuis le 
poinlS, par les perpendiculaires abaissées sur elle depuis les mêmes points; et 
parlant, pour une droite quelconque SB menée par S, 011 a l’équation: 

SA cos. ASB-4- SA' cos. A'SB-f- SA" cos. A"SB — Sscos. sSB. 

Eq particulier; que la droite SB coïncide avec Ss, on a l’équation : 

SA cos. ASs -I- SA' cos. A'Ss-t- SA" cos. A"Ss — Ss. 

Partant ; la diagonale Ss d’un parallélipipède est exprimée dans les arrêtes 
SA , SA' , SA" de ce parallélipipède , et dans les angles que ccs arrêtes font 
avec la même diagonale. 

Savoir, dans tout parallélipipède, une diagonale est égale à la somme des 
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produits des arrêtes menées d'une de ses extrémité’* , par les cosinus de leurs 
inclinaisons à elle. 

5."* Application. Une diagonale d’un parallélipipède peut aussi être cx- 
prime'e dans ses arrêtes et dans les diagonales de scs faces. 

En effet; dans les triangles ASs, A'Ss, A"Ss; 

SAM- S , 3 — A s* SAM - S»*— Sa* 

2 bs aS» 


SA cos. ASs — ■ 


SA' cos. A'Ss 
SA"cos. A"Ss 


SA’M-S s* — A'» 3 SAM- S» 3 — Sa' 3 

a bs a Ss 

SA"*-f-Ss* — A"s*^_ SA"*H-S»*— Sa"* 
2 Ss 2 S» 


SA 3 -*- S,* — Sa SA"-f-S> a — Sa' 3 , SA" 3 -*-S>* — S.."* 

De la: Ss = a 1 x 1 □ 

a Ss 2 b» abs 

Et Ss*= (Sa* -*- Sa'-|-Sa" 3 ) — tSA*+SA"-4-SA"*). 

Savoir, dans tout parallélipipède , le carré d’une diagonale est égal à l’excès 
de la somme des carrés des trois diagonales des faces qui parlent d’une de se9 
extrémités, sur la somme des carrés des arrêtes qui partent de la même extrémité. 

4.“’ Application. On peut encore estimer une diagonale d’un parallélipi- 
pède dans ses arrêtes , et dans les angles qu’elles forment cnlr’clles. 

Eu effet ; Sa M S A' =4- S A" 3 — 2 A ' S x S A" cos. A'SA". 

Sa'*= SA 3 -*- SA" 3 — 2 ASx SA" cos. ASA". 

Sa"*=, SAM- SA'* — 2 AS X SA' cos. ASA'. 

Donc , SaM-Sa'M-Sa"*— (SAM-SA' M-SA"*) 

= SA s +SA'»+SA"*-3ASXSA'cos.ASA'-aASXSA , 't:os.ASA''-2A'SXSÀ''cos.A'SA='’Ss. ï 


Savoir, dans tout parallélipipède, le carré d’une diagonale est égal à l’excès 
de la somme des carrés des trois arrêtes qui partent d’une de ses extrémités , 
sur le double de la somme de leurs produits deux à deux , par 1rs cosinus de 
leurs inclinaisons cnli’clles. 

En particulier; que l’angle en S soit un angle solide rectangle « 

St*=SAM- SA'M- SA*": Ce qni est évident : en effet , dans ce cas, 

S»*= Su"M- sa" 3 = SAMSA'M- SA"*. 

Savoir ; dans tout parallélipipède rectangle , le carré d’une diagonale est égal 
à la somme des carrés des trois arrêtes menées d’une de scs extrémités. 

Corollaire i. Puisque Ss=5SZ ; si on prolonge sS en S' de l’autre côté du 
sommet S, d’une quantité SS' égale à Ss, le sommet S devient le centre des 
moyennes distances des points A, A', A", S'. 

Corollaire 2 . La somme des carres des quatre diagonales d’un parallélipi- 
pède , est égale à la somme des carrés de ses douze arrêtes. 
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Remarque, Ces propositions sur les paralle'lipipèdes peuvent être obtenues 
par d’autres procèdes , et en particulier par la trigonométrie sphérique ; mais, 
vu leur importance , j’ai cru devoir les exposer d’une manière purement élé- 
mentaire , et moutrer leur liaison avec la doctrine du centre des moyennes 
distances. 

$. 19. 

On peut déterminer immédiatement le centre des moyennes distances d’un 
nombre quelconque de points donnés dans l’espace pour des coefficicns donnés. 

Pour cela ; soient pris à volonté dans l'espace trois plans qui se coupent en 
un même point , et par exemple perpendiculaires entr’eux. De chacun des points 
donnés de position soient abaissées sur ces plans des perpendiculaires , et soient 
pris les produits de ces perpendiculaires par les coefficient correspondant aux 
perpendiculaires à chaque plan ; soit élevée à chacun d’eux une perpendiculaire 
telle que son produit par la somme des coefficient donnés soit égal à la somme 
des produits correspondant. Par les sommets de ces perpendiculaires soient 
menés des plans parallèles aux premiers : le point de rencontre de ces trois 
plans est le centre cherché des moyennes distances des poiuts donnés pour les 
coefficient donnés. 

Par la construction : ce point jouit de la propriété du centre des moyennes 
distances relativement aux trois premiers plans. 11 faut prouver qu’il en jouit 
Bussi relativement à tout autre plan. 

Il en jôuit relativement à un plan quelconque parallèle à l'un des premiers; 
par un raisonnement semblable à celui du $ 5 , pour des points situés dans un 
même plan. Il suffit de prouver qu’il en jouit relativement à tout autre plan 
mené à volonté par le même point de section. 

Aux trois plans menés originairement à volonté , et à un nouveau plan mené 
par leur point de rencontre , on peut substituer des droites menées par le même 
point , et respectivement perpendiculaires à ces plans , en substituant aux 
perpendiculaires à ces plans les segmens retranchés de ces droites, à compter 
depuis leur point de section , par les perpendiculaires abaissées sur elles. 

Soient donc A , A’, A", A'" .... A* - ‘ , A” , des points donnes de position 
dans l’espace ; cl soient m, n/, ru w , ni "'. . .. m ,—l , m“, des coefficicns correspon- 
dans donnés de grandeur. Soient SV, SX , SY , trois droites menées à vo- 
lonté dans l’espace , par un même point S, et par exemple perpendiculaires 
CQlr’cIlea. Soient AV, A’V', A"V" .... A" V* 

AX, A'X', A"X" .... A» X" 

AY, A' Y', A"Y'' .... A" Y»; 

des 
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des perpendiculaires à ces droites. Soit Z le centre des moyennes distances 
des points A, A', A" .... A*, pour les coefîiciens m, iu' , ni". . . . m’ ; et 
soient Zv, Zx, Zy, des perpendiculaires à ces droites abaissées depuis I» 
point Z. Soit une autre droite SQ, menée par S, sur laquelle soient aussi 
les perpendiculaires AQ, A'Q* , A"Q" .... A* Q", et Zq. 

On a (J 18, a.' App.) SQ=8VWQSV-t-SXcos.QSX-t-SYcos.QSY. 

De là j/. m I, xSQ"=cos.QSV/.nj"xSV“+cos.QSX/.m , 'xSX*+cos.QSV/.nj*xSY“. 
=/. ra* ( Sv cos. QSV + Sx cos. QSX + Sy cos. QSY ) 
m»XSq ($ 18). 

Partant ; la proposition étant vraie pour les trois axes SV, SX , SY , elle est 
vraie pour toute droite menée par S; et partant aussi pour un plan quelconque 
mené par S, ci parlant aussi pour un plan quelconque. 

U 20. 

En particulier ; que le centre des moyennes distances des poin Is A, A', A", A "'. .. A*, 
coïncide avec l’origine S; et par S soit une droite queloonque SX sur laquelle 
on abaisse des perpendiculaires depuis tous le» points. On a l’équation , 

XS A co». ASX-f-m’ X SA' co«. A'SX-f-m"SÀ'' co*. A"SX-f- . . . . +m*rXSA»con. A»SX=o. 

Cette équation , pour des points situés dans l’espace, est exactement la même 
que celle qui est relative à des points situés sur un même plan ($ 8); on peut 
en tirer les mêmes conséquences par des procédés absolument semblables à 
ceux qui ont été employés dans les §§ g et il. Eu particulier, on obtient pour 
les points situés dans un même plan , l’équation suivante : 

/. m.vSA.W ^-^XA-'A». 

" ‘J. m* 

5 21 . 

Tout ce qui a été dit dans le § i 3 sur l’excentre des moyennes distances des 
points situés sur un même plan , s’applique aux points situés dans l’espace, 
et il seroit inutile de le répéter. 

Je passe au développement de la liaison qui a lieu entre les propriétés du 
centre des moyennes distances, et celles des solides terminés par des figures 
planes , et appelés polyhèdres. 

$ 33 . 

Soit un polyhedre quelconque. D’un point dans l’espace soient menées des 

G 
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perpendiculaires aux faces de ce polyhèdre , toutes dirigées du dedans *ti 
dehors du polylièdre , ou au contraire. Depuis ce point , soient prises sur ces 
perpendiculaires des longueurs proportionnelles au* faces correspondantes du 
polyhèdre. J’affirme rjuc cc point est le centre des moyennes distances des 
extrémités de ces droites. 

Je démontrerai d'abord celle proposition sur les pyramides , et je l'étendrai 
ensuite aux polyhedres quelconques. 

Comme tous les systèmes de points engendres de la manière conforme à 
l’énoncé peuvent convenir entr’eux, on peut prendre le sommet de la pyramide 
• pour le [»oint depuis lequel Ici perpendiculaires sont menées, 
lùc. jo. ( 1 ) Soit donc ABCD .. .. LMN la base d’une pyramide dont le sommet est S, 
soient menées aux faces de la pyramide ASB,BSC, CSD . . . . LS.\I , MSN, NSA, 
des perpendiculaires SA , SB', SC. . . .SL', SM', SN' , respectivement proportion- 
nelles à ces faces, toutes du dedans au dehors du solide, ou réciproquement. 
Soit aussi SP' perpendiculaire à la base , et proportionnelle à elle , de manière 
que le point P' soit situé du côté du plan perpendiculaire à SP' et mené par S, 
opposé à celui où sont situés les points A', B', C, D’. .. . L', M',N'j j’affirme que 
le point S est le centre des moyennes distances des points A', B', C', D'. . .. 
L', M', N', P'. 

Soit SP la hauteur de la pyramide. 

Soient Sa, Sb, Sc .... SI, Sm , Sn, les hauteurs des faces. Soient menées 
Pa, Pb, Pc... .PI, Pm, Pn. 


Par S soit fait passer uu jdan parallèle à la base ; et sur ee plan soient abais- 
sées les perpendiculaires A' a’, B'b', Ce'. . . L'f, M in', N'u'j et soient menées 
les droites Sa’, Sb', Sc' . . . . SI', Sm', Sn'. 

Les triangles SaP, SbP, ScP....SlP, SmP, SnP, 

SA' a', SB b', SC'c' .... SLT, SM’m’, SN'n'. 

sont semblables deux à deux ; et partant , les expressions des droites 


Sb', 

SB' 

Sb 


Sc'. 


CDv SA' cd Sc’ cn SL' CD SM' CI , SN' 

sont respectivement SPX g^ , SPXg£-...SPx-gj-, SPXg— ,SPx^— • 


SI 1 , 

SL' 

SI 


Sm' , Si»’ , 
ÎN' 

Srr 


(i) Pour éviter la confusion, j'ai réduit dans la figure les lignes mentionnées dans 
le développement , en représentant par Tune d’elles seulement toutes celles qui jouent I* 
sué me rôle dans la proposition. 
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- Or, les droites SA', SB’, SC’.... SL', SM', SN', sont respectivement pro- 
portionnelles aux rectangles 

Sa X AB , Sh X BC , Sc X CD .... SI X LM , Sm X MN , Sn X NA ; donc 
les droites Sa', Sb', Sc'. ... SI', Sm', Sn' , sont respectivement proportionnelles 
aux côtes de la base 

AB, BC , CD.... LM, MN, NA. Mais ces droites sont paral- 
lèles aux droites 


Pa, Pb, Pc.... PI, Pin, Pn, perpendiculaires à ces côtés; par» 
tant ($ l4 ) , le point S est le centre des moyennes distances des points 

fil f if t I 

a , b , c I , ni , n 

Puisque les points A', B', C.... L', M', N', sont sur les perpendiculaires au 
plan mené par S parallèle à la base, et clevées depuis les points a', b’, c' ... I', m’, n‘; 
le centre des moyennes distances des points 

A', B 1 , C . . . . L', M', N', est sur la perpendiculaire menée par S au plan 
parallèle à la base, et partant, sur la perpendiculaire SP au plan de la base. 

Eu vertu des mêmes triangles semblables , les expressions des droites 
AV, BV, C'c' LT, M'in', N’n', sont respectivement 


SA' 


SB' 


SC' 


SL 


SM' 


SN' 


PaX ÿ-,Pbx-£[-, Pcx-g— •• ..PlX-jTp,PmX~— ,PnX ; et partant clics sont 


Sb 


î)0 


SI 


Siu 


Su 


proportionnelles aux reçtangles 

PaxAB, PbxBC, Pcx CD PIxLM, PmxMN, PnxNA, ou aux 

triangles, A PB, BPC, CPD, .... LPM, MPN, N PA ; donc, 
leur somme est proportionnelle à la base ABC . . . LMN. Mais , la droite SP' est 
proportionnelle de la même manière à la base ; donc , la droite SP’ est égale 
à la sommf des droites 


AV, BV, C’c', .... LT , M'm', NV. Donc, le centre des moyennes 
distances de tous les points A', B', C' ....L', M , N', P', est sur le plan pas- 
sant par S perpendiculaire à SP. 

Mais ce centre est aussi sur la droite qui joint le point P' avec le centre des 
moyennes distances des points 

A' , B' , C' . . . . L’, M’, N' ; donc , il est sur la droite SP' elle-même } 
donc le point S est le centre des moyennes distances de tous les points 
A', B', C’.... L', M', N', i>'. 

Je passe aux polybèdree quelconques. 

Soit pris un poi-.t S dans l’intérieur d’un polybèdre ; soit décompose ce 
polyhèdre en pxramides ayant ce point pour sommet commun, et avant pour 
Lascs les faces du polybèdre. Du ce poiut soient menées des perpendiculaire* 
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aux fiiccs latérales de chaque pyramide , en les dirigeant pour chaque pyramide 
dans un même sens relativement à l’espace pyramidal , par exemple , 
toutes du dedans au dehors de cet espace ; soient aussi prolongées dans la 
même direction depuis le point S, les perpendiculaires aux bases des pvramides 
ou aux faces dit polvlièdre. Soient prises toutes ces perpendiculaires propor- 
tionnelles- de la même manière aux faces correspondantes ; en sorte que toutes 
ces perpendiculaires soient entr’elles comme ces faces. 

Dans chaque pyramide le point S est le centre des moyennes distances de* 
extrémités des perpendiculaires à scs faces latérales et à sa hase ; donc aussi, 
il est le centre des moyennes distances des extrémités de toutes les perpendi- 
culaires, tant aux faces du polyhèdre qu’aux faces latérales de toutes les pyra- 
mides. Mais, les faces latérales des pyramides sont adossées deux à deux; 
et les perpendiculaires à ces faces sont deux à deux égales et opposées ; 
donc le point S est aussi le centre des moyennes distances des extrémités 
des perpendiculaires aux faces latérales des pyramides. Donc , le point S 
est aussi le centre des moyennes distances des points reslans , ou le point S 
est le centre des moyennes distances des extrémités des perpendiculaires aux 
faces du polyhcdre et proportionnelles à ces faces. 

Je vais terminer celle dissertation par le développement de la partie 
de 1a règle de Gutdin , qui est relative aux solides engendrés par la révolu- 
tion des ligures planes. 

§ q5. 


Lemme. Soit un triangle des sommets duquel on abaisse des perpen- 
diculaires sur un axe situé hors de ce triangle. Soient pris les produits de 
chacune de ces perpendiculaires par la distance des deux autres. J’aflirme 
que la double de la surface du triangle est égal à la différence de la somme 
des deux rectangles qui répondent aux perpendiculaires extrêmes , et du 
troisième. 

Fio. il, Soit A A' A" un triangle, des sommets duquel A, A’, A", on abaisse des 
perpendiculaires AP, A'F, A"P" , sur une droite située hors du triangle^ 


J’affirtne que a A A' A" — 


A P X P , P"-i-A"P" x P F —A' F x PF' 
A'F x P P"— AP x FP" — A"P" x FF 


Suivant 
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Suivant que le poiut A' est entre l’axe et AA", ou au-delà de AA" relativement 
à cet axe. 

I . * Soit A' entre l’axe et AA" : 

AA'A"=APP"A"— APP'A'— A'P'F'A" 

aAA' A "—t AP-f-A"P" ) PP"— { AP-+-A'P'|PF — (A'P'-f-A"P"jP'P" 

=AP x P'P"- 4 -A"P" x PP*— A'P' x PP". 

a.* Soit A' au-delà de AA" relativement à l’axe : 

A V A"= A PP'A'-t-A'P' l 1 " A"— A PP" A" 

aAA'A"=( AP+A'P') PP'-t-(A'P'-(-A"P")P'P"— (AP-f^A"P") PP" 

= A'P' X PP"— AP X P'P"— A"P" X PI". ’ 

$ a4. 

Soit fait tourner le triangle AA’ A" autour de l’axe PP'P" , on demande 
l’expression de la capacité du solide engendré par celle révolution. 

Soit if la circonférence du cercle dont le rayon est l’unité. Soit désigné par 
jol. AA' A" le solide engendré par la révolution du triangle AA' A" ; et soit 
applique’e la incmc symbolisation à tout autre espace engendré par révolution. 

J . " Soit A' entre l’axe et AA". 

Sol. AA'A"=sol. APP"A" — sol. APP'A' — sol. A'P' P" A". De là: 

6 sol. AA'A"=cr xPP"(AP 2 +APx A"P"-t-A"P" a ) 

— »xPP' (AP* -f-APx A'P' -t-A'P' 1 ) 

—sr x P'P"( A'P' a -f-A'P' x A"P"h-A"P" 3 ). 

=» x PP' ( AP-l-A'P'-4-A"P") ( A"P"— A'P' ) 
xP'P" ( AP-H A' P'-t- A"P" ) (A P — A'P') 

=*• ( AP+A'P'+A"P") ( APXP'P"+A"P"XPP'-A'P'XPP"). 

Soit Z le centre des moyennes distances des points A , A', A" ; et soit ZQ 
perpendiculaire à l’axe de révolution : 

6 sol. AA'A"=5ir XZQX aAA' A"; et sol. A A' A"= » X ZQ X AA' A". 

a.” Soit A' au-delà de AA" relativement à l’axe : 
on trouve de la même manière la même expression du sol. AA' A". 

Savoir; le solide engendré par la révolution d’un triangle tournant autour 
d’un axe extérieur à ce Itiangle , est égal A un prisme ayant pour base le 
triangle générateur , et ayant pour hauteur la circonférence décrite par le 
centre de scs moyennes distances. 

Corollaire. Les solides engendrés par la révolution d’un même triangle 

H 
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tournant autour tic- différons axes, sont entr’eux comme les distances à cas axes 
du centre des moyennes distances des sommets de ce triangle. 

1 .” Application. Le solide engendre' par la révolution d’un parallélogramme 
tournant autour d’un axe extérieur à ce parallélogramme , est égal à uu prisme 
ayant pour base Ce parallélogramme , et pour hauteur la circonférence décrite 
par le centre des moyennes distances de scs sommets , qui est le point de 
section de ses diagonales. , 

En effet ; soit menée line dos diagonales de ce parallélogramme. 

Les soliuts engendrés pat les triangles dans lesquels ce parallélogramme est 
divise’ sont respectivement égaux aux prismes, ayant ces triangles pour hases, 
et ayant pour hauteurs les circonférences décrites par les centres des moyennes 
distances de leurs sommets. La somme de. ces solides est égale à un prisme ayant 
un de ces triangles pour hase , et pour hauteur la somme de ces deux circon- 
férences , ou le double de la circonférence décrite par le centre des moyennes 
distances des sommets du parallélogramme. Donc, ce solide est égal à un 
prisme , ayant pour hase le parallélogramme, et ayant pour hauteur la circon- 
férence décrite par le centre des moyennes distances des sommets du parallé- 
logramme. 

a.* Application. Soit une figure avant un centre de figure. Le solide engen- 
dré parla révolution de cette figure tournant autour d’un axe extérieur à elle, 
est égal à un solide qui a pour hase la figure génératrice , et qui a pour hauteur 
la circouférence décrite par ce centre. Cela a lieu en particulier pour les figures 
régulières d’un nombre pair de côtés ; et il en est de même pour les figure» 
régulières impaires. 

$ 2J, 

En général : Soit A A' A",... A"" 1 A" un polygone qui tourne autour d’un 
axe extérieur à lui. Soit décomposé ce polygone en triangles; par exemple, par 
des diagonales menées d’un des sommets A, lesquelles sout AA", AA’"... AA*' 1 . 
Soient Z’, Z", Z'".... Z"-“, Z'* 1 , les centres des moyen nés distances des 
sommets des triangles AA’A”, AA"A’" , A A’"A ,Ï .... AA*'" A"* 1 , AA* -1 A". 
Soient Z'P’ , Z"P" , .... Z !, '“V , ~" , Z"* 1 P*' 1 , les perpendiculaires à l’axe 

abaissées depuis les centres Z', Z", Z w .... Z K ~", Z"-*. Soit aussi Z le 
centre des moyennes distances des points Z', Z", Z"' .... Z“'“, Z"' 1 , pour Iss 
cocflicicns conespondans AA’A”, AA"A m , AA’"A ,V . ... . AA*'" A* -1 , AA^'A”; 
et soit ZP la perpendiculaire à Taxe menée de ce centre Z. 

Sol. AA’A"A'". . . . A»--A'=. (AA'A"XZT'+AA."A."’XZ"P"+. • ■ ■ AÀ«->A<XZ»-»P*-‘ ) 

— » X AA' A" A"' . . . . A"->A*XZP. 
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Partant; le polygone AA! A!' A"' .... A*" 1 A" étant propose, on peul déter- 
miner le point Z , tel , que le solide engendre p.ir la révolution (K- ce polygone 
soit proportionnel à la distance de ce point à l’axe de révolution ; en sorte que 
ce solide est égal à un prisme, ayant pour base la figure génératrice, et ayant 
pour bailleur la circonférence décrite parce point. 

Je vais déterminer d’une manière plus précisç la position de ce point. 

5 26. 

D'un des sommets d’un triangle soit menée une droite au milieu du cûté 
Opposé ; et soient menées des droites parallèles à ce côté , et terminées aux 
eûtes restons du triangle. Les centres des moyennes distances de chacune de 
Ces droites sont sur la première droite. Soient inscrits et circonscrits à ce 
triangle des parallélogrammes ayant ces parallèles pour bases, et ayant leurs 
autres côtés parallèle» à la première droite. Les centres de ces parallélo- 
grammes sont sur la première droite , et chacun de ces centres est appelé 
le centre des moyennes distances du parallélogramme correspondant. 

Soit pris le produit de chacun de ces parallélogrammes par la perpen- 
diculaire abaissée de son centre sur un axe. Soit prise chacune de» 
sommes de ces produits , dont l'une est relative aux parallélogrammes ins- 
crits , et dont l’autre est relative aux parallélogrammes circonscrits. Soit 
divisée chacune de ces sommes par les sommes des parallélogrammes cor- 
respondons ; on obtint! pour quotiens, les distances à l’axe dos centres des 
moyennes distances des centres particulier» de ces parallélogrammes pour 
des coefficiens exprimés par ces parallélogrammes eux-mêmes; et parlant 
les distances à l’axe des centres des moyennes distances des sommes de ces 
parallélogrammes. Soit passé des sommes des parallélogrammes au triangle 
qui en est la limite , on obtient la distance à l’axe du centre des moyennes 
distances du triangle lui-même. Ce centre est sur chacune des droites menées 
des sommets du triangle aux milieux des côtés opposés ; parlant , il est à 
leur point de section, cl il coïncide avec le centre des moyennes distance» 
des sommets du triangle. 

Soit une figure rectiligne quelconque. Que cette figure soit décomposée 
en triangles ayant , par exemple, pour sommet commun un des sommets de 
J» figure. Soient pris les centres particuliers des moyennes distances de 
chacun de ces triangles; soit pris ensuite le centre des moyennes distances 
de ces centres particuliers pour des coelficicns proportionnés à ces triangles 
eux-mêmes. Le poiul oblcuu sera le ccinic des moycuncs distances de 
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l’assemblage de ces triangles ; et partant il est le centre des moyennes distances 
de la figure. 

On a donc la proposition suivante : le solide engendre par la re'volulion d’une 
figure rectiligne tournant autour d’un axe , est égal à un prisme , doul la hase 
est la figure génératrice , et dont la hauteur est la circonférence décrite par 
son centre des moyennes distances. , 

Soit appliqué aux figures curvilignes conside're'es comme limites des figures 
rectilignes , ce qui est vrai pour les figures rectilignes quelcoinjues ; on obtient 
la proposition générale suivante : dans toute figure plane il y a uu point, appelé 
son centre des moyennes distances, tel, que faisant tourner celte figure au- 
tour d’un axe quelconque , le solide engendre par celte révolution est égal à 
un prisme ayant cette figure pour hase, et ayant pour hauteur la circonfé- 
rence décrite par le centre des moyennes distances de la figure, 
t Soit une figure plane quelconque, projetée orlhographiquement sur un 
plan; lu tronc prismatique ayant pour hase celte projection, et pour base 
supérieure la figure elle-même , est égal à un prisme , ayant pour base 
la projection de la figure , et ayant pour hauteur la perpendiculaire abaissée 
de sou centre des moyennes distances sur lu plan de la projection. En effet ; 
il est connu que celle proposition est vraie pour les triangles ; de là elle est 
vraie pour toutes les ligures rectilignes , et par la doctrine générale des 
limites elle est vraie pour les figures quelconques. 

SS 27. 


Lorsqu’on eonnoît la grandeur d’une figure plane , et qu’on connott aussi 
la grandeur du solide engendré par la révolution de celle figure tournant au- 
tour d’uu axe, ou détermine la distance à cet axe du centre des moyennes 
distances de celle figure. Pour cela , soit divisé le solide connu par la 
grandeur connue de la ligure ; le quotient est la circonférence décrite par 
le centre des moyennes distances; et partant, la circonférence dont le rayon 
est la distance à l’axe, du centre îles moyennes distances. 

1 ." Exemple. Soit un trapèze dont les côtés parallèles sont perpendiculaires 
à un des côtés pris pour hauteur ; soit fait tourner ce trapèze autour de la 
hauteur. Soit h la hauteur ; soient b et 6' les deux côtés parallèles. La surface 

de ce trapèze est hx~ — ; la capacité du tronc de cône engendré parla 


l'évolution de ce trapèze , 


, bb-f-bb -M> b 1 , . -, , , . 

est »hx ; la circonterence décrite 

0 


par 
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, . bh+M»--fW , 

par le centre des moyennes distances du trapèze est *■ x — 5~L ~j ’ * a “**” 

.... , hh+bl.’+hV h+b’ W 

tance a l ase, ou centre des moyennes distances est — 5 b-j-b 1 / 


3/ Exemple. Soit un demi-cercle dont le rayon est r, tournant autour de 
son diamètre. La surface de ce demi-cercle est j-w-rr. 

LVspressiou de In capacité de la sphère engendrée par la révolution de 
ce demi-cercle est * v r’. 

De là , l’espression de la circonférence engendrée par la révolution du 
centre des moyennes distances du demi-cercle est, J w r" : j irrr = " r. 

Partant, la distance du centre des moyennes distances d’un demi-cercle à 
sa hase , est § r X î. 


Soit pris rr = y (conformément au rapport approché d’Archimède); on 
obtient pour celle distance à peu près j^r. La fraction ÿj lient un milieu entro 
les fractions f et f. 


I 
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CHAPITRE PREMIER. 

Lieux à la ligne droite et à la circonférence du Cercle, traités 

g corn élriq u em ent. 

PARTIE PREMIÈRE. 

Lieux traités par Apollon tu S suivant Simson. 

5 26. 

Définition. Lorsque chacun des points d’une ligne jouit d’une certaine 
propriété , cl qu’aucun point hors de celte ligne ne jouit de la même propriété ; 
celle ligne est appelée le lieu des points qui jouissent de celte propriété. 

Je vais éclaircir celte définition par des exemples simples cl connus par les 
premiers éléraens. 

Exemples. 1 .° Une ligne droite est le lieu des points dont la distance à une 
droite douuée de position est toujours la même. Plus généralement : une ligne 
droite est le lieu des points de chacun desquels menant une droite sous un angle 
-donné à une droite donnée de position , celle droite est donnée de grandeur. 

3.” Comme la surface d'un triangle , dont la base est donnée de grandeur, est 
proportionnelle à sa hauteur; le lieu des sommets des triangles donnés de 
grandeur , dont la base est donnée de grandeur et de position , est une droite 
donnée de position. 

5.* La perpendiculaire élevée du milieu d’une droite terminée , a chacun de 
ses points également éloigné des extrémités de celte droite , et aucun point 
hors de cette ligne ne jouit de la même propriété. Partant , une ligne druitc 
est le lieu des points également éloignés de deux points donnés. 
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4. ” Lu droite qui partage un angle en deux parties égalés , a chacun de ses 
points également éloigné des jambes de cet angle , et aucun point hors de 
cette droite (et situé dans cet angle) ne jouit de la même propriété. Parlant , 
une ligne droite est le lieu des points également éloignés de deux droites 
qui se coupent données de posiliou. Dans ce cas; ce lieu est double, et il est 
composé de deux ligues droites qui divisent en deux parties égales les deux 
angles de suite que forment entr’elles les deux droites données de position. 

Lorsque les droites données de position sont parallèles cnlr’elles , le lieu pro- 
posé est la droite (unique) qui leur est parallèle , et qui passe par un des points 
également éloignés de ces deux droites. 

5. " Lorsque dans un triangle ou connoît un angle et le rapport des deux 
côtés qui sont jambes de cet angle; ce triangle est donné d’espèce , et en par- 
ticulier les angles restant de ce triangle sont donnés. De là , une ligne droite 
est le lieu des points de chacuu desquels menant une droite sous un angle 
donné, à une droite donuée de position , le rapport de la droite menée au 
segment qu’elle retranche de la droite donnée de position , à compter depuis 
un point donné sur elle , est toujours le même , et égal à un rapport donné. 

6 . ° Soient deux droites parallèles entr’elles données de position. Par un même 

point (nou situé sur l’une de ces droites) soient menées des droites qui ren- 
contrent ces parallèles. Le rapport qui règne entre les parties de chacune do 
ces droites comprises entre ce point cl les droites données de position , est 
toujours le même. De là , soient un point et une droite doonés de position ; 
par ce point soient menées différentes droites , et que les parties de chacune 
de ces droites , à compter depuis ce point , soient enlr’elles dans un rapport 
donné: si ('extrémité d’une de ces parties est à la droite donnée de posiliou, v 

l’extrémité de l’autre partie est aussi à une droite donnée de position parallèle 

à la première , ou une ligne droite est le lieu de l’extrémité de l’autre partie. 

Lorsque le rapport proposé est un rapport d’inégalité, le lieu est double , vu 
que les extrémités des parties des lignes menées peuvent être situées d’un même 
côté du point donné ou des deux côtés opposes. 

7 . ° Lorsque deux systèmes de lignes sont composés de droites respectivement 
égales CDlr’elIes et parallèles entr’elles deux à deux , ces deux systèmes diffèrent 
seulement par la place oh ils sont situés. Partant, si par deux points donnés on 
mène des droites parallèles cnlr’elles deui à deux , et ayant entr’elles un rap- 
port donné ; si les extrémités des droites menées par un des points sont à une 
droite donnée de posiliou, les extrémités des droites menées par l’autre point 
sont aussi à une droite donnée de position. 

8 .' La 
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8.' La circonférence d’un cercle est le lieu des points dont la distance à un 
point donne' est toujours la même. 

g.* La circonférence d’un cercle est le lieu des sommets des perpendiculaires 
à une droite donnée de position , telles, que la somme des carrés de chacune 
de ces perpendiculaires et du segment qu’elle retranche de la droite donnée de 
position , à compter depuis un point donné sur elle , est constante. 

lo.' Le carré de la perpendiculaire abaissée d’un point quelconque de la 
circonférence d’un cercle sur un diamètre , est égal au reClBngle des partie* 
de ce diamètre. Partant , si d’un point quelconque pris entre les extrémité* 
d’une droite donnée de grandeur et de position , on» lui élève une perpendicu- 
laire moyenne géométrique entre les parties de -cette droite , le sommet de 
cette perpendiculaire est à la circonférence d’un cercle , ou la circonférence 
d'un cercle est le lieu de ce sommet. 1 •. I: 

xi.* Les droites menées d’un point quelconque de l’arc d’un segment de cercle 
eus extrémités de sa cordc font cntr’clles un angle Constant ; et les droites 
menées aux mûmes extrémités, d’un point qui n’est pas sur cet arc (et qui est 
situé du même côté de la corde), font èutr’elles un angle plus grand ou plus 
petit que celui-là. De là , la circonférence d’un cercle est le lieu des sommets 
des angles donnés de grandeur, dont les jambes passeut par deux points donnés. 

la.’ Soit un cercle donné de grandeur et de position. Paf un point quel- 
conque pris sur le plan de ce cercle (et non situé sur sa circonférence) , soit 
menée une droite qui rencontre la circonférence ; soit le rectangle des parties 
de ccttc droite comprises entré ce point et la circonférence , d'une grandeur 
constante. Ce point est à la circonférence d’tin cercle donné concentrique 
su premier. ■ 1 '■> - - I ' 1 *' ’■ 

• k ■ ir>-h. ne’*- . i. > ■ , , 

1 Jl'l >'A> . 

Les propriétés locales de la ligne droite et de la circonférence du cercle dont 
je viens de rappeler les énoncés , sont connues par les premiers Élémens , et en 
particulier parles Élémens d’Euci.lOB; Ou elles en découlent immédiatement : 
c’est pourquoi je crois devoir me dispenser de les développer. Le- 'traité d’AroL- 
j.onius intitulé de» Lieux plans, est destiné en partie à rappeler et à déve- 
lopper ces propriétés, et principalement à' en exposer plusieurs autres. Cet 
ouvrage , purement géométrique-, rétabli par les modernes d’après les ren- 
seignemens transmis par Pappüs , est l’un des monumens les plus précieux 
qui nous restent de la marche lumineuse et rigoureuse des anciens. Dans la 
première partie de ce Chapitre , je me propose de faire connoîtrc cet ouvrage 

K 


Digilized by Google 


ÉLEMENS D’ANALYSE GÉOMÉTRIQUE 

dans notre langue dabs laquelle il n’a pas encore paru , sans m’astreindre ne'atiJ 
moins à suivre aucune des éditions qui en ont été' puldiérs dans d’autres langues, 
mais en y faisant les simplifications et les abréviations qui m’ont paru conve- 
nables, en rapprochant les unes des autres les pioposilious qui me paroissent 
susceptibles d’être réunies , et en adaptant cet ouvrage à l’état actuel des 
sciences, et aux progrès qu’elles ont faits par les travaux des modernes. 

RoBEllT Sim. von , dans son ouvrage intitulé Apollonii perg<r.t loca plana . 
reslilnla , a énoncé chaque proposition sous la forme de théorème , quoique 
la marche du développement soit purement analytique (eu prenant cette expres- 
sion dans le sens logique , et, non suivant l’acception moderne qui la limite 
aux procédés algébriques ). J’ai cru devoir énoncer chaque proposition sous )a> 
forme de problème, et en développer la recherche par l’analyse géométrique* 
Mon travail , ainsi présenté , me paroît plus propre à exciter la curiosité des 
jeunes géomètres auxquels il est principalement (si non uniquement} destiné , 
et à les initier à la marché analy tique des anciens, trop peu counue cl trop 
peu cultivée. . 

Le même auteur développe fort au long plusieurs lieux à la ligne droite , 
relatifs à des droites parallèles enlr’elles données de position. Je crois devoir 
les omettre , parce qu’ils se réduisent à des problèmes déterminés , d’après la 
considération suivante. Soient des droites parallèles entr’clles données de 
position (en nombre quelconque )j. qu’on ait déterminé sur le plan de ers 
parallèles un point qui jouit relativement à elles d’une certaine propriété ; par 
ce point soit menée une droite parallèle aux droites données de position ; tout 
point pris sur cette parallèle jouit relativement à elles de la même propriété. 

Exemples. Soient des droites parallèles cnlr’elles, données de position, et 
soit une droite qui les coupe. Sur cette droite soit déterminé un point, tel , 
que la somme des rectangles des distances de ce point aux points où elle ren- 
contre les droites données de position par des droites correspondantes données 
de grandeur , soit donnée de grandeur. Par ce point soit menée une droite 
parallèle aux droites données de position ; par un point quelconque de celte 
droite soit menée une parallèle. à la première droite coupante , on obtient pour 
cette dernière droite menée la même propriété. Partant, la détermination du lieu 
relatif à la constance de cette somme , est réduite à la détermination sur une 
droite coupante quelconque menée sous un angle donné , du point qui jouit de 
la même propriété. Il en est de même pour la somme ou pour 1rs différences 
des carrés de ces distances, et pour la somme eu pour les différences des 
espaces qui «ni aux carrés de ces distances d*s rapports douués. 
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Dan» la seconde partie de ce chapitre, je réunis plusieurs propriétés locales 
de la ligue droite et de la circonférence du cercle , qui ne se trouvent pas dans 
l'ouvrage de Simson , et qui m’ont paru soit pour elles-mêmes , soit pour 
leurs applications , dignes d’être développées. 

§. 28. 

Problème. Soit un cercle donné de grandeur et de position , et soit un point 
donné de position sur le plan de ce cercle. Parce point soicm menées différentes 
droites. Sur chacune d’elles soient prises depuis le même point des parties qui 
Soient eutr’elles dans un rapport donné. Que l’extrémité d’une de ces parties 
soit à la circonférence du cercle donné ; on demande le lieu de l’extrémité de 
l'autre partie. 

Soit C le centre d’un cercle donné , soit R son rayon. Soit P un point donné F10. 19. 
sur le plan de ce cercle. Par P soit menée une droite qui rencontre en X la 
circonférence du cercle donné, et sur la même droite soit prise depuis le point P 
une droite PY , telle , que le rapport de PX à PY soit égal à un rapport 
donné; on demaude le lieu des points Y. 

Analyse. Soit mené le ravon CX , cl par le point Y soit conçue menée h CX 
une parallèle qui rencontre CP en Z. 

Le» triangles CPX,ZP Y, sonléquiangles; partant, PX:PY=CP:PZ— CXîZY. 

Jrlais le rapport PX:PY, est supposé donné; donc les rapports CP:PZetCX:ZY, 
sont l’un et l’autre donné» ; mais les droites CP et CX, sont données de gran- 
deur , donc les droites PZ et ZY, sont aussi données de grandeur; donc , le 
point Z est donné de position , et le point Y est à la circonférence d’un cercle 
doul on connoît le centre Z et le rayon; donc, le point Y est à 1 » circonfé- 
rence d'un cercle donné. 

Construction. Soit menée CP. Soit changé le rapport donné dans celui de 
CP à Uue droite PZ qui sera donnée de grandeur , laquelle soit portée sur 
CP de P en Z. Soit aussi changé le même rapport dans celui du rayon R à une 
droite R’ , laquelle soit prise pour rayon d’un cercle dont Z est le centre. 
J'affirme que la circonférence de ce cercle est le lieu cherché. 

Démonstration. Par P soit menée une droite qui rencontre en X la circonfé- 
rence du cercle donné , soit mené le rayon CX. Par Z soit menée à CX une 
parallèle qui rencontre PX en Y ; j’affirme que Y est sur la circonférence du 
cercle dont Z est le centre et R' le rayon. 

En effet; le» triangles PCX, l’ZY, sont équiangles ; donc 
PC : pz = CX : ZY = PX : P Y. Mai* , 

PC : PZ — CX : R’, donc ZY — IV ; donc, le point Z est à la cir- 
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conférence du cercle doui Z est le centre, et dont R' est le rayon; et le 
rapport de PX à PY est égal au rapport dunué de PC à PZ. 

Remarque 1.™ La droite PZ donnc’e de grandeur peut être porle'e sur CP 
de part et d’autre du point P. Partant, il y a sur la direction de CP deux 
positions du point Z également distantes du point P de part et d’autre de lui; 
et partant il y a deux cercles égaux enlr’eux et semblablement placés de part 
cl d’autre du point P , dont les circonférences jouissent chacune de la pro- 
priété proposée. 

Lorsque le rapport donné est un rapport d’égalité , un des cercles cherchés 
convient avec le cercle donné. 

Remarque 2.* Lorsque le point P est au dehors du cercle donné, ou lorsque 
CP est plus grande que R , on a aussi ZP plus grande que ZY ; parlant , le 
point P est aussi au dehors de chacun des deux lieux cherchés. Alors, le point P 
est le point do rencontre de la ligne CZ et des tangentes communes au cercle 
donné et à chacun des cercles cherches. 

En effet , le point de rencontre des tangentes communes à deux cercles , et 
de la droite qui joint leurs centres (ou de son prolongement) , est tel , que scs 
distances aux centres des deux cercles, sont enlr’ellcs comme leurs rayons. 

En particulier, lorsque le point donné P est sur la circonférence du cercle 
donné , il est aussi sur la circonférence de chacun des cercles cherchés; et il 
est poiut de contact du premier de rcs cercles et de chacun des autres. 

Remarque 5 .* Une sécante menée par P rencontre chacune des circonfé- 
rences en deux points. 

1. “ Soit P hors de chacun de ces cercles. Les points correspondans X et Y 
doivent être situes , ou l’un et l’autre sur la convexité des deux cercles , ou l’un 
et l’autre sur leur concavité. 

2. ° Soit P en dedans de chacun des deux cercles; les points correspondans X et Y 
doivent être l’un et l’autre d’un même côté du poiut P. 

Remarque*,' Soient X’ et Y’ les points dans lesquels une sécante menée par P 
rencontre île nouveau les circonférences des deux cercles. Puisque le rapport 
de PX à PY et celui de PX’ à PY' , sont l’un et l’autre égaux ou rapport donné 
ou à celui des rayons des deux cercles ; aussi , le rapport de XX 1 à Y Y' est 
égal au même rapport ; et partant, les triangles XCX’, YZY ’ sont semblables 
entr’eux ; les angles XCX' , YZY', sont égaux entr’eux. Partant, toute droite 
menée par P retranche des deux cercles des segmens semblables : cela a lieu 
eu particulier lorsque le point P est un poiut de contact des deux cercles. 

Remarque 
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Remarque 5 .* Tout étant posé comme dans la remarque précédente ; puisque 
le rapport de PX à PY est constant; aussi le rapport de PXxPX' à PYxPX' 
est constant; mais le rectangle XPxPX' est constant; donc, le rectangle 
YPxPX' est aussi constant ; et de même le rectangle Y'PxPX est constant. 

Lorsque le point P est nu-dehors des deux cercles , les deux points cor- 
respondons X et Y' ou X' et Y , sont situés l’un sur la concavité et l’autre 
sur la convexité des deux cercles. Lorsque le point P est au-dednns des 
deux cercles , ces deux poiols correspondons sont situés des deux côtés du 
point P. 

Remarque 6.' Le lieu proposé dans lequel le rapport de PX h PY est donné, 
et celui dans lequel le rectangle XPxPY* est donné de grandeur, sont liés 
entr’eux d’une manière si intime , que l’un d’eux ne peut pas être déterminé 
sans que l’autre le soit en même tems. Partant , ces lieux peuvent être regardés 
comme étant un seul et même lieu. 

Remarque 7.' Tout ce qui a été dit sur les droites menées du point P, s’ap- 
plique aux droites parallèles entr’ellcs deux à deux , menées de deux points P'el P, 
et ayant enlr’clles un rapport donné , ou formant énlr’clles un rectangle 
donné ; d’après l’observation déjà faite 36, 7.*), que les systèmes de droites 
égales enlr’elles et parallèles cntr’elles deux à deux , ne diffèrent que par la 
place où ils sont situés. 

Remarque 8.*. Soient deux cercles non concentriques donnés de grandeur 
et de position. On peut déterminer en même tems la position d’un point et un 
rapport, de manière que menant par ce point une droite quelconque qui ren- 
contre les circonférences des deux cercles, le rapport des parties de cette 
droite , comprises entre ce point et les circonférences , soit égal au rapport k 
assigner; et on peut déterminer en même tems la grandeur d’un espace, de 
manière que le rectangle des parties comprises aussi entre ce point et les cir- 
conférences , soit égal à cet espace. 

Savoir , le point à déterminer de position , est situé sur la droite qui joint 
les centres des deux cercles, de manière que le rapport de ces distances aux 
centres des deux cercles est égal au rapport des deux rayons ; et c’est aussi le 
rapport à déterminer. Ce point peut être situé entre les centres des deux 
cercles , ou sur le prolongement de la droite qui joint les centres. Si le point 
déterminé est au dehors des deux cercles , l’espace à déterminer, est le rec- 
tangle des tangentes communes aux deux cercles menées du même point. K 
le point déterminé est en dedans de l’un et de l’autre cercle , l’espace k de'-i 
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terminer, est le rectangle des parties de la droite qui joint les centres, comprises 
entre ce point et les circonférences des deux côtes opposes (l). 

Calcul. Que la droite CZ qui joint les centres des deux cercles , rencontre 
en A et en A 1 la circonférence du premier cercle , et en R et R' la circonfé- 
rence du second cercle. 

R R 

Premier cas. Soit P entre C et Z : CP=CZ X A'P=A'B' X 

ZP=CZX H^R’ ; BP=ABX Û^R' î A'PXPB=APXI>B'=,VBXA'B'x^ , ^r / ; 

Second cas. Soit P sur CZ prolongée de C en Z : CP = CZx 

A'P = A'B'x s ^ rv ,;ZP=CZx g~,} BP^ABx-^,; 

A P X PB=APxPB'= ABX A'B'X~~. 

Réciproquement. Que les centres C et Z soient donnes de position ; que ta 
point P soit donne de position , et que le rayon R soit donne de grandeur. 


(i) La proposition qui fait le sujet de celle remarque est du genre de celles auxquelles Icj 
anciens (suivant R. Simoun) ont donné le nom de portâmes. 

Tandis qu’un lieu est déterminé par certaines conditions indépendantes les unes des autres; 
au contraire, lorsqu’un lieu est proposé, il détermine certaines relations entre le* condition* 
qui l’auroieul déterminé; en sorte que deux ou un plus grand nombre de ces conditions sont 
déterminées simultanément par le lieu proposé. Ainsi , le lieu des points Y qui est l'objet de 
la question présente étant proposé , la position du point P cl le rapport de XI* à PY, sont 
déterminés conjointement, et il en est de même pour chacun des rectangles XPXPY', X'PXPY* 
R.Sim.son, après avoir long-tems médité ce sujet sur lequel les anciens n’a voient transmis 
que des notions bieu imparfaites, a composé un Traité des purismes (qui se trouve dans la 
Recueil de ses Œuvres posthumes, publiées à Glasgow en 1776, par les soins de feu ni v lord 
comte Stamiote , l'un des partisans les plus zélés et les plus éclairés de l’analyse géométrique). 
Le D T . Playfaih a envisagé ce sujet sous un point de vue un peu différent de celui de Simson. 
11 pense que les anciens appeloieot purismes , les propositions qui affirment la possibilité de 
trouver des conditions qui rendent un certain problème indéterminé ou susceptible d’un 
nombre illimité de solutions. 

Je me propose de faire remarquer les porismes ( entendus suivant le sens de Simson), eor- 
respondans aux lieux principaux qui ferout le sujet de cct ouvrage. Dans le chapitre cin- 
quième, qui présentera des applications des lieux géométriques à des problèmes déterminés, 
l’aurai occasion de parler du sentiment du D r . P la Y r air , et de rapprocher l’une de l'autre les 
deux manières dont ce sujet a été envisagé par c es deux mathématiciens. 
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Si Je rapport de PX à PY doit être constant , ce rapport est celui de PX à P/, 
et le rapport des rayons R et R' est aussi celui de PX à PZ. Item , que le 
point P et le centre C soient donnes de position , cl que les rayons R cl R soient 
donnc's de grandeur , si le rapport de PX à PY doit être constant, la position 
du centre Z est de’lerniitie'e par la proportion : ft : R'=CP : PZ ; cl le rapport 
constant de PX à PY est celui de R à 

$ 29. 

Problème. Soient un point et une droite donnes de positiou. Par ce point 
soient niene'es deux droites, faisant cnlr’cllcs un angle donne et ayant enlr’clles 
1111 rapport donne. Que l’extrémité d’une de ces droites soit à la droite douuc'o 
de position , on demande le lieu de l’extrémité de l’autre droite. 

Soit P un point douné de position , et soit AA' une droite donnée de position. p, G> ,3 
Par P soient menées deux droites PX cl PY faisant cnlrYIies un angle donné XPY 
et ayant cntr’ellcs un rapport donné. Que la première droite l’X soit terminée 
en X à la droite donnée de position , on demande le lieu de l'extrémité Y de 
la seconde droite. 

Analyse. Soit PB perpendiculaire à AA’; soit PD faisant avec PB l’angle BPD 
égal à l’angle donné, et <pie PI) soit à PB dans le rapport donné, soit menée I)Y. 

Puisque les angles BPD , XPY sont égaux entr’eux ; les angles BI’X , DPY, 
sont aussi égaux cnlr’eux ; et parlant, les triangles BPS, DPY, qui ont les 
côtés proportionnels autour d’un angle commun, sont semblables, et en parti- 
culier les angles B cl D sont égaux entr’eux ; mais l'angle B est dr>*it , dono 
l'angle D est droit ; donc le point Y est à une droite donnée de position , per- 
pendiculaire à PD et élevée depuis le point donné D. 

Construction. Soit PB perpendiculaire à AA'. Soit l’angle BPD égal à l’angle 
donné ; et soit le rapport de PB à PD égal au rapport donné. Du point D soit 
élevée à PD une perpendiculaire DZ, elle sera le lieu cherché des points Y. 

Démonstration. Soient PX et PY , faisant cnlr’clles l’angle XPY' égal à 
l’angle BPD , cl terminées à la droite AA' et à la perpendiculaire à PD. Les 
angles BPX, DPY sont égaux cnlr’cux ; donc les triangles rectangles BPX, DPY, 
sont équianglcs cl semblables, cl en particulier PX : PY = PB : PD. 

Remarque 1.” La droite PD qui fait avec PB l’angle donne?, peut être 
située des deux côtés de PB; cl la droite PD donnée de grandeur, peut être 
portée sur PD de part cl d’autre du point P. De là, envisagé sous un poiul de 
vue général , le problème proposé est susceptible de quatre solutions, en 
n’ayant pas egard à la direction des droites menées PX , PY. 
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Remarque a/ Que le lieu cherche' rencontre AA 1 en Z; et que PB rencontre 
le même lieu en S. L’angle Z est égal à l’angle donné 9; et l’angle S est le com- 
plément du même angle. De là , on détermine par le calcul la position de 
chacun des points S et Z. 

PS=PDsec. <p; IIS = PD sec.» — PB -, BZ = BS cot. » = PD cosec. » — PBcot. ». 

Remarque 3 ." Soit »=o , ou que les droites PB et PD coïncident; le lieu 
des points Y est parallèle à la droite AA' ( $ 26 ). 

Porisme , relatif au lieu proposé. Soient deux droites qui se coupent données 
de position , et soit un point donné de position. On peut déterminer eu même 
lems un angle et un rapport ; de manière que menaht par ce point deux droites 
faisant cntr’elles l’angle à déterminer et terminées aux droites données de posi- 
tion , elles soient cntr’elles dans ce rapport. Savoir , l’angle à déterminer est 
celui que font cnlr’clles les droites données de position ; et le rapport à déter- 
miner , est celui qu’ont enlr’elles les perpendiculaires abaissées du point donné 
sur les mêmes droites. 

Ce qui a été dit sur les droites menées d’un seul point P , s’applique aux 
droites menées de deux poiuts P cl P' donnés de position , d’après le principe 
exposé dans le $ 26, 7". 

$ 5o. 

Problème. Soit un point donné de position ; et soit un cercle donné de 
grandeur et de position. Par ce point soient menées deux droites , faisant en- 
tr’elles un angle donné et ayant l’une à l’autre un rapport donné. Que l’extré- 
mité d’une de ces droites soit à la circonférence du cercle donné ; on demande 
le lieu de l’extrémité de l’autre droite. 

ti. Soit C le ceutre d’un cercle donné dont le rayon est R. Soit P un point 
donné de position ;soit<p un angle donné; et soit un rapport donné, celui de ma rt. 
Par Psoient menées deux droites PX et P Y, faisant enlr’elles l’angle »; et ayant 
entr’ellcs le rapport donné de rn à n. Que les points X soient à la circonfé- 
rence du cercle donné, on demande le lieu des points Y. 

Analyse. Que la droite PC, rencontre en A et en A’ la circonférence du 
cercle donné. Sur CP soit fait en P un angle CPZ égal à l’angle donné » ; et 
soit chacun des rapports de AP à PB et de A'P à PB', égal au rapport donné de 
m à n. Soit BB' coupée en Z en deux parties égales. Puisque , 
m|n = AP : PB = A'P : PB'; aussi, 
m : n= AP-I-PA' : BP-+-PB'=A'P — PA : B'P— PB 

= aCP : aPZ = aCA : aZB=CP : PZ=CA : ZB. 

Puisque 
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Puisque 1rs angles CPZ, XPY, sont l’un et l'autre égaux à l’angle ■>; les angles 
CPX , ZPY, sont égaux cnlr’eux ; et les rapports de PX à P Y et de PC à PZ, 
sont l’un et l’outre égaux au rapport donné de m à n ; donc les triangles CPX, ZPY, 
sont scmldaidcs, et en particulier : CX;ZY=CP:PZ=7n;n. Donc, la droite /Y 
est donnée de grandeur ; mais le point Z est donné de position; donc le lieu 
des points Y est une circonférence de cercle donnée. 

Construction. Soit menée PC. Soit fait l’angle CPZ égal à l’angle donné <} 
cl soit fait le rapport de CP à PZ égal au rapport donné de m à n. Soit aussi 
changé le rapport de rn à n, dans celui du rayon R du cercle donné, à une 
droite R’. Du point Z comme centre, avre le rayon R’ , soit décrite une circon- 
férence de cercle ; elle sera le lieu cherché des points Y. 

Démonstration. Soit menée h la première circonférence une droite quel- 
conque PX , et soit mené le rayon CX. Soit mené le rayon ZY faisant avec PZ 
un angle PZY égal à l’angle PCX; soit menée PY ; et soient les rayons CX et Z Y 
d'un même côté relativement à PC et à PZ. 

Dans les triangles CPX , ZPY, les angles en C et en Z sont égaux enlr'enx , 
et PC :PZ = CX : ZY ; donc, ces triangles sont semblables , et en particu- 
lier : PX : PY=PC : PZ=m : n. Item, les angles CPX, ZPY, sont égaux 
entr’eux ; donc aussi , les angles CPZ , XPY, sont égaux entr’eux ; mais l’angle 
CPZ a été fait égal à l’angle donné $ ; donc aussi , l’angle XPY est égal au 
même angle donné. 

Remarque 1 M . L’angle CPZ égal à l’angle <p peut être fait des deux côtés de 
la droite PC ; et la droite PZ de grandeur donnée , peut être portée de part et 
d’autre du point P sur la seconde jambe de cet angle. Partant , en envisageant 
le lieu proposé d’une manière générale , indépendante des directions des ligues 
à mener, la question paroll susceptible de quatre solutions , mais elles différent 
seulement par la position. 

En général , on peut faire sur ce lieu des remarques correspondantes à celles 
qui ont été faites sur le problème du $ î8 ; lequel n’est qu’un cas particulier 
de celui-ci. Par exemple, que PX et PY, rencontrent de nouveau en X’ et en Y’ 
les deux circonférences, et soient Px et Py , tangentes à ces deux cercles ; 

PX : PY = Px : Py 

Donc, PXxPY': PY x PY' = PxxPy : Py' 

Mais, PY x PY' = ^ Py* 

Donc, PXxPY' = Px X Py. Parlant, on déter- 

mine en même lems le lieu des points Y’, lorsque le rectangle PXxPY' est 
donné de grandeur, sans qu’il soit besoin de traiter ce dernier lieu séparément. 

M 
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Remarque a/ Porisms. Soient deux cercles donnes de grandeur et de po- 
sition, et soit <f un angle donne'. On peut dc'lermincr en même lems la position 
d’un point et la grandeur d’un rapport , de manière que les droites menées de 
ce point sous l’angle donne' et tcrmine’es aux circonférences des deux cercles , 
soient cnlr’elles dans le rapport à assigner. Savoir , ce rapport est celui de» 
rayons des deux cercles; le point cherché est sur la circonférence du segment 
Capable de l’angle donne’, décrit sur la droite qui joint leurs centres comme base ; 
et les distances de ce point aux centres des deux cercles , sont onlr’cllcs comme 
les deux rayons; ce qui ramène la position de ce point au problème déterminé 
suivant : trouver sur la circonférence d’un segment de cercle donné , le point 
dont le rapport des distances aux extrémités de sa base est donné. 

Ce problème sc résout comme il suit. Soit fait un triangle dont deux côtés com- 
prennent l’angle donné, et soûl respectivement égaux aux rayons des deux 
cercles donnés. Puis , soit fuit un triangle semblable à celui-là , et dont le 
côté opposé à l’angle donné , soit égal à la distance des centres des deux cercle» 
donnés; les côtés de cc dernier triangle seront respectivement égaux aux dis- 
tances du point cherché aux centres des deux cercles donnés. 

Calcul. Soient r et r’ les rayons des deux cercles , soit b la distance de» 
centres, et soit <j> l’angle donné , les distances du point cherché aux centres de» 


deux cercles, sont b X 


., bx 


( rr — u rr' cos. r r ) ’ ÿ ( i- r — 2 rr T cos'<f-+-r r ) 


Remarque 3.* Le cas dans lequel les droites à mener partent de deux point» 
P et P 1 , est réduit au cas dans lequel cc» deux points coïncident, d’après l’ob- 
servation faite au § a6, 7". 


5 01 . 


Problème. Soit un point donné de position , cl soit une droite aussi donnée 
de position. Par ce point soit menée une droite quelconque. Sur cette droite 
soient deux points, tels, que le rectangle de leurs distances au premier point, 
soit donné de grandeur. Que l’un de ces points soit à la droite donnée de posi- 
tion ; on demande le lieu de l’autre point. 

Tio. i5. Soit AA' une droite donnée de position; et soit P un point donné de 
position. Par P soit menée une droite PX qui rencontre en X la droite AA'. Sur PX 
soit déterminé le point Y, tel, qoe le rectangle FXxPY, soit égal à un espace 
donné S ; on demande le lieu des points Y. 

Analyse. Soit PB perpendiculaire à AA' ; sur PB soit le poiut D , tel , 
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que le rectangle BP X PD, soit égal à l’espace donne S; et soit menée DY. 

On doit avoir, BPxPD=XPxPY ; 

Donc, BP : XP = PY : PD; donc les triangles B1‘X , YPD, sont 
semblables , et en particulier les angles en B et en Y sont égaux ontr’eux. 
Mais , l'angle en B est droit , donc l’angle en Y est aussi droit; donc le point 
Y est à la circonférence du cercle dont l’D est le diamètre. 

Construction. Soit PB perpendiculaire à AA 1 . Sur PB soit déterminé le 
point D, tel, qucBPxPD=^S. Sur PD comme diamètre soit décrit un cercle ; 
sa circonférence est le lieu cherché. 

Démonstration. Les triangles rectangles P8X , PYD, sont cquianglcs , et 
partant : PB : PX=PY : PD ; et BP X PD=XPx PY. 

Remarque l.” La droite PD peut-être portée sur PB de pan et d’autre du 
point P ; et partant , il y a deux cercles égaux dont les diamètres sout sur la 
même droite PB de part et d’autre du point P, qui satisfont au problème 
proposé. Pour l’un de ces cercles , les points X et Y sout situés du même côté 
du point P , et pour l'autre de ces cercles ces points sont situés des deux côtés 
du point P. 

Remarque a.’ Réciproquement. Soit P un point donné sur la circonférence 
d’un cercle. Par P soit menée une droite quelconque PY terminée à la circon- 
férence de ce cercle. Soit prise sur cette droite depuis le point P une droite PX 
telle, que le rectangle XPx PY soit donné de grandeur; les points X sont à une 
droite donnée de position. Savoir, soit mené le diamètre PD, sur lequel soit 
portée la ligne PB telle que le rectangle BPxPD soit égal à l’espace donné de 
grandeur. Du point B soit élevée à PB une perpendiculaire , cette perpendicu- 
laire sera le lieu des points X. 

Comine la ligne l’B peut être portée des deux côtés du point P; si la direc- 
tion des droites PX n’est pas déterminée , il y a deux droites qui répondent 
au lieu proposé. 

Remarque 5.' Porisme. Soient une droite et un cercle donnés de position. 
On peut déterminer en même lems la position d’un point et la grandeur d’uu 
rcctaDgle ; de manière que menant par ce point une droite quelconque , le 
rectangle des parties de cette droite comprises entre ce point et les points dans 
lesquels elle rencontre la droite et la circonférence , soit égal à l'espace à 
déterminer. 

Savoir, le point à déterminer est l’une ou l’autre des extrémités du 
diamètre perpendiculaire à la droite donnée de position , et l’espace à délcr- 
niiuer de grandeur , est le rectangle du diamètre par la distance de «cite 
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extrémité à la droile donnée de position. Partant , la question propose'e a 
deux solutions. 

IV.. iG. Remarque 4 .* Ce qui a été’ dit pour le cas dans lequel les droites PX et PY 
sont en ligne droite , s’e’lend aussi au cas dans lequel ces droites font cnlr’elles 
un angle donne' 41. En effet , soit PB perpendiculaire à AA*. Soit fait l'angle 
BPD égal à l’angle donné ; et soit le rectangle BPxPD égal à l’espace donné. 
Soit menée PX qui rencontre AA’ en X, soit fait l'angle XPY = BPD ; et 
soit XPxPY = BPxPD. 

Puisrptc les angles BPD , XPY , sont égaux enlr’eux , les angles BPX, DPY 
sont aussi égaux enlr’cux ; et puisque BP X PD=XP X PY ; BP:PY=PX; PD ; 
et partant, les triangles BPX, Y PD sont semblables, et en particulier les 
angles en B cl en Y seront égaux emr’eux ; mais, l’angle B est droit, donc 
l’angle Y est droit , donc le point Y est à la circonférence d’un cercle dont PD 
est le diamètre. 

Réciproquement. Si le point Y est à la circonférence d’un cercle donné, le 
point X est à une ligne droite donnée de position. 

Remarque 5 ." ce qui vient d’être dit sur le cas dans lequel les droites PX clPY 
sont menées d’un même point P , s’applique au cas dans lequel ces droites 
sont menées de deux points P cl P’ (J a6, 7.*). 

$ 52 . 

Problème. Soit un cercle donné de grandeur et position. Par un point de 
la circonférence de ce cercle soit menée une droile de grandeur donnée et 
parallèle à une droite donnée de position ; on demande le lieu de l’extrémité 
de cette droite. 

F10. 17. Soit C le centre d’un cercle donné dont le rayon est R. Par un point X de 
la circonférence de ce cercle, soit menée une droite XY de grandeur donnée et 
parallèle à une droile donnée de position , on demande le lien des points Y. 

Du centre C soit menée CZ égale et parallèle à XY; et soient njenéesCXelZY. 
Dans le quadrilatère CXYZ, les côtés CZ et XY sont égaux entr’eux et parallèles 
entr’eux , donc ce quadrilatère est un parallélogramme , et en particulier 
ZY=CX. Donc le lieu des points Y est la circonférence d’un cercle donné 
dont Z est le centre et dont R est le rayon. 

Construction. Par le centre soit menée une droite CZ parallèle à la droite 
donnée de position, et de la grandeur donnée; puis, du point Z comme 
centre avec le rayon R, soit décrite une circonférence de cercle, elle sera 
le lieu clicrché. 

Démonstration. 
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Démonstration. Avant mené XY pat allèle à CY. , soit mené ZY parallèle 
à CX et rencontrant XY en Y. Dans le quaJrilatèrc CZYX les côtes opposes 
sont parallèles ; partant , ce quadrilatère est un parallélogramme , et eu parti- 
culier XY est égale et parallèle à CZ. 

Remarque. Purisme. Deux cercles égaux étant donne's de grandeur et de 
position , on peut déterminer en même lems la position d’une droite et la 
grandeur d'une droite ; de manière que menant à la première droite des paral- 
lèles terminées aux circonférences des deux cercles , clics soient égales à U 
<■ seconde droite. < 

Savoir , la droite à déterminer de position est la droite qui joint les centres 
des deux cercles ou est parallèle à elle ; et la droite à déterminer de grandeur 
est la distance des deux centres. 


$ 55 . 

Problème. Soient deux droites qui se coupent données de position ; trouver 
le lieu des points de chacun desquels menant aux deux premières des droites 
sous des angles donnés, leur rapport soit donné. 

Soient SA et SA’ deux droites données de position qui se coupent en S. **• >•’ 
On demande le lieu des points M de chacun desquels menant des droites MP, MP', 
qui fassent avec SA et SA' des angles donnés , leur rapport soit donné. 

Premier cas. Que les droites Mp et Mp' , soient respectivement parallèles 
aux droites SA' et SA. ' 

Le quadrilatère MpSp' est un paralfélograme , cl partant, Mp'=Sp. Donc, 
le rapport de Mp & Sp est donné ; mais l’angle p est donné, donc le triangle 
SpM est donné d’espèce , et en particulier l’angle ASM est donné ; donc le 
point M est à une droite donnée de position. 

Construction. Sur les droites SA et SA' soient prises des droites Sp et Sp* 
qui soient entr’clles dans le rapport donné des droites Mp' et Mp. Soit achevé 
le parallélogramme dont S est un angle , et dont Sp et Sp' sont les côtés. Lu 
diagonale SM de ce parallélogramme est le lieu cherché. *’> 

Démonstration. Elle découle immédiatement de l’analyse. 

Second cas. Que les angles P et P' soient quelconques. 8oient menées les 
droites Mp et Mp' respectivement parallèles aux droites SA' et SA. Dans les 
triangles MpP , Mp'F , les angles sont donnés j donc les rapports de MP à Mp 
et de MP* à Mp' sont l’un et l’autre donnés ; mais le rapport de MP à MP* est 
supposé donné ; donc , le rapport de Mp à Mp' est donné. Donc ( i,** cas ) , le 
point M est à uue droite SM donnée de position. ■ -■» ... ■ A 

N 
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Fi». 18. 3 °. Construction. Sur une même droite sa , soient faits des angles as»', asm, asm', 
respectivement égaux à l’angle S et aux supplément des angles MPS, MP'S. Sur 
les jambes sm , sm', soient prises des droites sm et toi' qui soient entr’ellrs dans 
le rapport donne que doivent avoir rntr’ellcs les droites MP et MP'. Par les 
points m et m’ soient uicne'es à sa' des parallèles ran, ra'n' , qui rencontrent 
sa en n et en n'. Puis , par le premier cas , soit détermine' le lieu des points M, 
tels, que menant Mp et Mp' respectivement parallèles à SA' et à SA , le rap- 
port de Mp à Mp' soit égal au rapport de mn à rn'ii' ; il sera le lieu clierclie'. 

Démonstration. Les triangles MPp , MP'p' , sont respectivement semblables 
aux triangles msn , mW ; de là , on a les proportions : 

MP : Mp = ms : mn 

Mp : Mp'= mn : m'u' ( constr. ) 

Mp' : MP'=nu'u' : ra's. 

Donc, MP : MP'= ms : m's ; c’est-à-dire dans le rapport donné. 

Remarque l.” Le cas des angles quelconques P et P' est toujours réduit an 
Cas des angles droits , ou au cas dans lequel on conuotl le rapport des per- 
pendiculaires abaissées d’un même point M sur les droites SA et SA' données 
de position. 

Ce dernier cas peut aussi être traité comme il suit : 

Fie. ig. Sur les droites données de position soient portée» des droites SA, SA', 
telles que SA :SA'=MP':MP, ou SAx MP=SA' xMP'. Des points A et A’ 
soient abaissées sur la droite SM des perpendiculaires Ap , Ap. Les triangles 
SMP, SMP', sont respectivement semblables aux triangles SAp , SA'p' ; et 
parlant , les rectangles SAxMP et SA'xMP 1 , sont respectivement égaux aux 
rectangles SM xAp, SMxA'p'. Mais, les deux premiers rrcuugles doivent 
êlreégaux enlr’eux; donc aussi les deux rectangles SM X Ap, SM X A'p', doivent 
être égaux enlr’eux ; et les lignes Ap , A'p', doivent «ire égales entr’elles. Que 
AA' rencontre SM en Z ; les triangles rectangles AZp, A'Zp' , équianglcs 
•ntr’eux ont les côtés Ap , A'p' égaux enlr’eux; donc aussi AZ— A’Z. De là, 
découle la construction suivante. 

Sur les droites données de position soient prise» des droites SA, SA', 
inversement proportionnelles aux droites qui expriment le rapport des per- 
pendiculaires MP et MP'. Soit menée AA' , laquelle soit coupée eu deux 
parties égales au point Z. La droite S Z est le lieu des points M. 

Remarque 5 .* Le problème général peut aussi être ramené au cas particulier , 
dans lequel le» droites MP et MP' sont en ligne droite. 

F». 18. Ea effet , que MP rencontre SA' en R. Le triangle MP'R est donné d’espèce. 
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comme ayant tous ses angles donnes ; donc le rapport de MR à MP' est donne'; 
mais le rapport de MP' à MP est supposé donné; donc , le rapport de MR à MP 
est donné; donc aussi le rapport de PR à MP est donné; mais le triangle 8PR 
est donné d’espèce, donc le rapport de PR à SP est donné; donc aussi le 
rapport de MP à SP est donné ; mais l’angle en P fsl donné ; donc , le triangle 
MSP est donné d’espèce , et en particulier l’angle MSP est donné, et les 
points M sont à une droite SM donnée de position. 

Remarque 4.* Le lieu des points M est situé soit dans l’angle ASA' , soit 
dans son opposé au sommet. Les directions des droites menées des points 
situés dans l’un de ces angles sont l’une et l’autre opposées aux directions des 
droites menées des points situés dans l’autre; partant, ces droites changent 
l’une et l’autre de signe ; mais l’exposant de leur rapport conserve son signe. 

Si On suppose les points M situés dans l’un des angles de suite de l’angle ASA' 
et partant aussi dans l’autre , la direction et partant le signe d’une seule des 
droites menées des points situés dans ces angles ont changé , et partant le signe 
de l’exposant de leur rapport est aussi changé. L’assemblage des deux lieux 
correspondons à ces deux paires d’angles , réunit tous les points qui jouissent 
de la propriété proposée , en n’ayant pas égard à la direction ou aux signe* 
des droites menées. 

Remarque 5.’ Soient deux droites qui se coupent données de position ; de 
difTérens points de l’une soient menées à l’autre des droites sous des angle* 
donnés; .et des mêmes points soient menées des droites parallèles à une droite 
donnée de position , et qui ayent aux premières droites correspondantes un 
rapport donné, les extrémités de ces dernières droites sont aussi à une droite 
donnée de position. 

Remarque 6.' La solution du problème proposé dans ce j, renferme celle du 
problème suivant. Soient deux droites données de position, et soient deux point* 
donnés , un sur chacune de ces droites ; on demande le lieu des points de chacun 
desquels abaissant sur ces droites des perpendiculaires , elles retranchent de* 
premières droites , & compter depuis les points donnés sur elles, des segmens 
dont le rapport est donné. 

Pour cela , soient élevées aux droites données depuis les points donnés sur 
elles des perpendiculaires , et soient regardées ces perpendiculaires comme 
étant les droites données de position relativement auxquelles le premier pro- 
blème est proposé. 

Ce qui est vrai pour le cas du perpendicularisme , est vrai pour des droites 
menées sous des angle* donnés. 
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Remarque 7.* Envisage trigonométriquement , le problème propose' revient 
à couper un angle donné en deux parties dont le rapport des sinus est donne’. 

Soit par exemple traité le cas dans lequel les angles P et P' sont droits ; 
Ï1P : MP' = sin. MSP : sic. MSP' = SA' : SA. 

IV CA'iCl.Cl' Cl tC. MSP 

Donc , SA -4- SA : SA — SA = tang. JS : lang. . 

s 

5 .54. 

Problème. Soient deux droites qui se coupent donne’es de position sur un 
plan. On demande sur ce plan le lieu des points de chacun desquels abais- 
sant sur ces droites des perpendiculaires (dans une direction déterminée rela- 
tivement à ces droites), la somme de leurs rectangles par des droites douuées 
de grandeur soit donnée de grandeur. 

Fia. ao. Soient SA, SA', deux droites qui se coupent en S données de position sur 
un plan ; et soient rn et m' deux droites données de grandeur. On demande 
le lieu des points Y, de chacun desquels abaissant sur les droites SA , SA', les 
perpendiculaires YP , YP' ; la somme ni X IP+m'x YP', soit donnée de 
grandeur. 

Analyse. Soit l’espace donné de grandeur égal au rectangle de la droite 
donnée m par une autre droite qui sera donnée de grandeur , laquelle soit 
portée sur PY depuis le point P : soit celle droite Pp ; cl par P soit menée 
à SA une parallèle BB' qui rrneontre SA' en C'. Puisque , 
m X YP+rn' X YP'=m X Pp 

m' X Y P' — m X pY ; donc, 
m : m' ==YP' : pY. 

Mais les droites BB', SA', qui se coupent en C' sont données de position ; 
donc, le lieu des points Y est une droite donnée de position ($ 55). 

Construction. Que l’espace donné de grandeur soit changé en un rectangle 
ayant la ligne m pour un de scs côtés. D’un point quelconque de SA soit 
élevée à SA une perpendiculaire égale à l’autre côté : du sommet de celte 
perpendiculaire soit menée à SA une parallèle BB' qui rencontre SA' en C' ; 
puis ($55), soit déterminé le lieu C'C des points Y, dont le rapport des 
distances aux droites données de position SA' , BB', soit le rapport donné des 
droites m et m! . Ce lieu est aussi celui qui répond à la question proposée. 

Démonstration. Par la construction YP’ : Y r p=m : m' } donc , 
m' X YP' — m X Yp ; donc 

m' X YP'+mxYP=m (Yp+YP) = mxPp. 

Remarque 
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Remarque 1 .” Puisque YP' : Yp=m l m'; la direction delà droite CC' rela- 
tivement aux droites donne'es de position SA', BB' ou SA' et SA, de'pend seule- 
ment du rapport donne des droites m' et ni , et elle est indépendante de U 
grandeur de l'espace donné : de manière que le rapport de ces droites m' et in, 
restant le même, les lieux correspondans des points Y sont parallèles cnlr’eux; 
et leur distance au point S dépend de la grandeur de l’espace donné. 

Que le lieu des points Y rencontre en C' et en C les droites SA' et SA; 

«in. SC'C Isin. SCC = ru f t m ; ou, SC ; SC —né : ni; et mxSC=;m'xSC'. 

§ ^ 

L’espace donné étant mXPp; on a SC'=Pp cosec. S;etSC=SCX— =^-Pp cosec. S. 

Remarque a.' Le lieu proposé a été traité dans la supposition que les points Y 
sont dans l’angle ASA'. Or , ce lieu est aussi situé en partie dans chacun des 
angles de suite A'Sa, ASa' , de l’angle ASA’. Pour les points situés dans l’angle 
A'Sa , la perpendiculaire YP' change de direction relativement à la droite SA', 
et partant aussi de signe, et la diil'érence mxYP — m'xYP' est égale à l’espace 
donné. Au contraire, pour les points situés dans l’angle ASa', la différence 
ni'XYP 1 — mX YP est égale è l’espace donné de grandeur. 

Réciproquement. Si on regarde comme positive chacune des perpendiculaires 
abaissées des points situés dans l’angle A'Sa ; le lieu proposé sera situé en 
partie dans cet angle A'Sa, et en partie dans l’angle ASA' et dans son opposé 
au sommet aSa' ; et la somme mxYP+m'X YP' devient la différence 
mxYP — m'xYP', pour les points situés dans l’angle ASA', et elle devient, 
la différence m'xYP' — mxYP, pour les points situés dans l’angle aSa' , con- 
formément à la correspondance qui a lieu entre les cliangemens de direction et) 
les changcmens de signe des perpendiculaires abaissées sur les droites données. 

Remarque 3.* J’ai traité le lieu proposé eu montrant sa dépendance du lieu 
développé dans le $ 33 , et en le réduisant à ce dernier. On peut aussi le 
traiter immédiatement comme il suit, d’une manière très- lumineuse , qui 
trouvera des applications étendues. 

Soit menée SY. Sur les droites données de position soient prises depvlis le Fig. at< 
point S les droites SA , SA' , respectivement égales aux droites données de 
grandeur m et m! ; *et des points A et A' soient abaissées sur SY les perpen- 
diculaires AQ, A'Q'. 

Les triangles YSP, YSP' , sont respectivement semblables aux triangles 
ASQ , A'SQ' ; et partant, les rectangles SAxYP et SA’xYP', sont respec- 
tivement égaux aux rectangle* SY X AQ , SY X ^.'Q 1 ; donc , la somme doanéo 

O 
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des premiers rectangles est égale au rectangle SY (AQ-t-A’Q'). Soit A'S pro- 
longée en a' d’une quantité Sa’=SA' , ettoila'q' perpendiculaire à SY; A'Q'— a'q'j 
et l’espace proposé est SY (AQ-t-a’q’). Soit Aa' coupée en Z en deux parties 
égales; et soit ZV perpendiculaire à SY ; on a AQ-+-«'q , = aZV (J j); 
partant, SY ( AQ-t-a'q')= aSYxZV. Soit aussi YX perpendiculaire à SZ ; les 
triangles YSX , ZSV, sont semblables ; et partant , SY X Z\—SZ X A X. Donc, 
l’espace donné de grandeur est aussi jSZxXY. Mais les points S et Z sont 
donnés de position ; donc , la droite SZ est donnée de grandeur et de position ^ 
donc , la droite YX est donnée de grandeur. Donc , le lieu des points Y est 
une droite donnée de position parallèle à SZ. De là découle (a construction 
suivante. 

Construction. Sur les droites données de position soient portées depuis leur 
point de section S, des droites SA, SA’, respectivement égales aux droites 
données de grandeur rn et m ; et sur le prolongement de A'S soit prise Sli’=SA', 
Soit menée Aa', laquelle soit coupée en Z en deux parties égales. Soit changé 
l’espace donné de grandeur , en un rectangle ayant aSZ pour un de ses côtés f 
et à SZ soit élevée une perpendiculaire égale à l’autre côté. Par le sommet 
de cette perpendiculaire soit menée à SZ une parallèle CC’, elle sera le lieu 
cherché. 

Démonstration. En admettant la construction de l’analyse $ 

SA X Y P-f-SA' X Y P'=* 

SY x A Q -+- SY x A'Q'= aSY x VZ= aSZ x YX. 

Remarque 4.* Puisque CC' est parallèle à SZ ; les angles C et C r qu’elle lais 
avec les droites SA, SA', îont respectivement égaux aux angles que la droite SZ 
fait avec les mêmes droites. Donc; le lieu cherché est parallèle à AA'. 

En effet , puisque Sa' =■ SA' et Zu'— ZA ; les droites SZ et AA' sont paral- 
lèles f mais CC' est parallèle à SZ , donc aussi CC' est parallèle à AA'. 

Remarque b.' Les points Y étant supposés placés dans l'angle ASA' ; que 
l’espace donné de grandeur soit la différence SAX YP — SA'x YP r ; le point Z 
est le milieu de AA' : la droite CC' est située en partie dans l’angle ASA', et» 
partie dans son angle de saile A'Sa, et en partie dans son opposé au sommet aSa r . 

Remarque 6 .* En particulier ; que l’espace donné de grandeur soit xéro , 
et parlant, que les rectangles SAX YP, SA'xYF', doivent être égaux entr’euxr 
ou qu’on doive avoir la proportion SA : SA'=; YP' : YP ; le lieu des points Y 
est la droite SZ elle-même ; et partant , le lieu proposé dans le $ 33.* n'est 
qu’un cas particulier de celui que je viens de développer. 

Remarque 7 .* Porisrna. Soient deux droites données de position, et soient 
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deux droites correspondantes données de grandeur. On peut déterminer en 
même tems la position d’une troisième droite , et la grandeur d’une droite cor- 
respondante, de manière qu’on ait la proposition suivante. D’un point quel- 
conque soient abaissées sur les droites données déposition, et sur la droite à 
déterminer de position , des perpendiculaires. La somme des rectangles des 
perpendiculaires (prises dans des directions déterminées) abaissées sur les deux 
premières droites , par les droites correspondantes données de grandeur , est 
égale au rectangle de la perpendiculaire abaissée sur la troisième droite par la 
droite à déterminer de grandeur. 

Remarque 8." Tout ce qui a été dit sur le cas des droites perpendiculaires aux 
droites données de position , doit être entendu des droites menées à celles-ci, 
sous des angles donnés ; puisque les obliques ont aux perpendiculaires corres- 
pondantes des rapports connus. 

Remarque y.* La question traitée dans ce § renferme la question suivante. 
Soient deux droites qui se coupent données de position; et soient des points 
donnés de position sur chacune d’elles. D’un point soient abaissées sur ces 
droites des perpendiculaires. Que la somme (ou la différence) des rectangles 
des srgmens retranchés par ces perpendiculaires , à compter depuis les poiuts 
donnés , par des droites données de grandeur , soit donnée de grandeur ; on 
demande le lieu de ce point. En effet , aux droites données de position , on 
substitue les perpendiculaires à ces droites élevées depuis les poiuts donnés. 

Le problème développé dans ce J, traité suivant le second procédé, peut 
servir d’introduction au problème général suivant. 

$ 35 . 

Problème. Soient des droites qui se coupent en un même point données do 
position , et soient des droites en même nombre données de grandeur. D’un point 
soient abaissées sur les premières droites des perpendiculaires (chacune dans uno 
direction déterminée) ; et soit prise la somme des rectangles de ces perpendi- 
culaires par les droites Correspondantes données de grandeur. Que cette somme 
soit égale à un espace donné de grandeur; on demande le lieu de ce point. 

(t) Soient SA, SA', SA", SA ,W . . . . SA*, des droites qui se coupent en un 
même pointS, données de position sur un plan. Soient m, m', m M , ni". ...ni", 
des droites correspondantes données de grandeur. D’un point Y soient abaissée» 

(i) D’après te développement du cas particulier de deux droites, et )a figure ut.* qui y tst 
relative, U est aisé de suppléer la figure pour l’expositiou du problème général. 
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sur lesdroites données de position les perpendiculaires YP, YF, YP", YF"...YP*; 
et soit prise la somme de leurs rectangles par les dVoites correspondantes don- 
nées de grandeur m , ni', m", ni. . . . m*. Que celte somme soit égalé à un 
espace S donné de grandeur; on demande le lieu des points Y. 

Soient regardés les angles A SA', ASA", ASA'", ASA 1 *. . . . ASA“, comme i 
allant en croissant successivement. Et soit regardé le point Y comme étant dans 
l’angle A^Sa supplément de l’angle ASA». Sur les droites SA, SA', SA", SA"', SAo... SA» , 
soient portées depuis le point S les droites SA, SA', SA", SA'", SA"'. .. .SA*, 
respectivement égales aux droites données de grandeur m,m', tu", m'", m ,T .... m*. 
Soit menée SY , sur laquelle soient abaissées les perpendiculaires 

AQ , A'Q', A"Q", A'"Q'", A'»Q*\ . . . A»Q». 

Les triangles YSP.YSP, YSP", Y S P'", YSP‘ r . ... Y SP», 

ASQ , A'SQ', A"SQ" , A'"SQ"', A'"SQ'\ . . . A"SQ* , sont res- 
pectivement semblables deux à deux , et de là les rectangles 

SA x YP , SA' x YP , SA" x Y P" , SA'" X YP'" , SA'* x 1 P 1 * S A» Y P» , 

SY X AQ , SY x A'Q', SY x A"Q", SY X A'"Q"', SY x A”Q>\ . . . SY x A-«Q*, 

sont aussi égaux deux à deux ; parlant , la somme donnée des premirrs rec- 
tangles csiégale à la somme SY ( AQ4-A'Q'4'A"Q" _ f'A" , Q'"-f\A ,, Q lv -)-...+A ,l Q") ; 
donc cette dernière somme est donnée de grandeur. Soit Z le centre des 
moyennes distances des points A , A', A", A'", A”. . . . A* , dont le nombre 
estn-f-i; soit ZV perpendiculaire à SY; soit aussi mené S Z sur laquelle soit 
abaissée la perpendiculaire YX. 

On a , AQ+A'Q'-f- A"Q"-h A'"Q"'+A'*Q"-f-. . . . -t-A»Q*=(n+i ) ZV (J 5) et 
comme les triangles YSX, ZSV, sont semblables , SY xZV=SZx YX. Donc, 
le rectangle SZx YX est donné de grandeur; mais la droite SZ est donnée de 
grandeur et de position , donc la droite XY est donnée de grandeur ; donc , 
le point Y est à une droite donnée de position parallèle à SZ. 

Construction. Sur les droites données de position soient portées depuis le 
point S les droites SA, SA', SA", SA'", SA**. . . . SA", respectivement égales 
aux droites données de grandeur m, m', m", né", m 1 *. ... m*. Soit Z le centre 
des moyennes distances des points A, A', A*', A'", A‘*. ... A* ; soit menée SZ. 
Soit divisé l’espace donné de grandeur en parties égales dont le nombre soit 
égal à celui des ligues données de position ; soit une de ces parties changée en un 
rectangle ayant pour un de ses côtés SZ. Soit élevée à SZ une perpendiculaire 
égale à l’autre côté ; et du sommet de cette perpendiculaire soit menée à SZ 
mne parallèle ; elle sera le lieu cherché. 

Démonstration A 
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Démonstration. Soil un point Y de celle droite , duquel on abaisse sur SZ 
la perpendiculaire YX. 

Les triangles YSP, YSP', YSP", YSP'". . . . YSP", YSX, 

ASQ, A'SQ\ A"SQ", À'"SQ'". . . . A"SQ», ZSV, sont respecti- 
vement semblables deux à deux ; de là , les rectangles 

ASxYP, A'SXYP', A"SXYP", A'"SXYP'" — A"SXYP", SZxYX, 
SYxAQ, SYXA'Q 1 , SYXA' , Q",SYXA"'Q"'. . . .SYXA"Q», SYxZ V, sont 
respectivement égaux deux à deux ; mais la somme des rectangles 

SYXAQ, SYXA'Q', SYXA"Q", SY X A" , Q'"....SYXA*Q», est égalé an 
rectangle SY xZV pris autant de fois qu’il y a de droites ($ 5); donc aussi la 
somme des rectangles 

SA X YP. SA' X YP', SA"x tP", SA'"x YP'". . . . SA- X YP-, vaut le rec- 
tangle SZxXY pris le même nombre de fois j et parlant, celle somme est 
égalé à l’espace assigné. 

Remarque 1 .” En supposant le plus grand des angles A SA" plus petit que 
deux droits; le centre Z des moyennes distances des points A, A', A", A".. ..A", 
est dans cet angle; le problème est toujours possible, et la position du lieu 
cherché dépend de la position de la droite SZ à laquelle il est parallèle. 

Que les droites AS, A'S, A"S, A I,, S. . . . A s S, soient prolongées au-delà de S* 
en a, a', a", a'". . . . a". 

1.* Le lieu des points Y est en partie dans l’angle A"Sa, et les points appar- 
tenans à cette partie répondent à la question dans le sens propre de l’énoncé. 

a.° Le lieu des points Y rencontre les droites qui sont situées au-delà de SZ 
relativement à SA, dans l’angle A"SZ ; et les perpendiculaires abaissées des 
points situes dans l’angle A"SZ sur les droites correspondantes changent de 
direction et partant de signe , et la somme proposée devient une différence. 

3." Le lieu des points Y rencontre les droites qui sont situées entre SA et SZ 
dans leurs prolongempns au-delà de S; et pour les points situés dans l’angle 
opposé au sommet à l’angle ASZ, les perpendiculaires abaissées sur les droites 
correspondantes changent de direction et parlant de signe, et la somme pro- 
posée devient encore une différence. * 

Remarque a.* Au lieu de proposer le lieu cherché comme relatif à une 
somme , en tant qu’on le rpgarde comme situé dans la région A"Sa ; qu’on le 
propose comme étant relatif à une différence. La construction est la même , en 
substituant à ceux des points A , A', A", A'" .. . . A", qui sont relatifs aux termes 
à soustraire, les points correspondans a, a', a", a'". . . . a*, situés de l’nutre côté 
du point S et à la même distance de lui. Il en est de gmtue lorsqu’on regarde 
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tomme positives quelques-unes des perpendiculaires abaissées des points (fi lues 
dans l’angle ASA", et qui ont change' de direction. 

Dans ce cas, lorsque les points dont on cherche le centre dés moyennes 
distances , sont les uns d’un ctUe' d’une droite quelconque menée par S , et les 
autres du côte' opposé de celle droite , le centre Z des moyennes distances de 
ces points peut coïncider avec le sommet S; alors , l’espace proposé q$l déter- 
miné à être zéro , et un point quelconque du plan répond aux conditions pro- 
posées. Cela a lieu en particulier, lorsque les droites don tiges de grandeur et 
de position , sont parallèles et proportionnelles aux côtés d’un polygone d’un 
nombre de cotés égal à celui des droites données de position ($ 14 ). 

Remarque 3.* Ce qui a été dit sur les perpendiculaires abaissées sur les droites 
données de position, s’applique aux segment retranchés de ccs droites par les 
perpendiculaires abaissées sur elles , à compter depuis le point de section de 
ces droites; en substituant aux droites données de position les perpendiculaires 
qui leur sont élevées depuis ce point. 

Remarque 4.‘ Poritme. Des droites qui se coupent en un même point étant 
données de position , cl des droites en même nombre étant données de gran- 
deur ; on peut déterminer en même tems la position d'une droite et la grandeur 
d’une autre droite, de manière qu’abaissant des perpendiculaires d’un point 
quelconque du plan sur les droites données de position , et sur la droite à déter- 
miner de position , la somme des rectangles des premières perpendiculaires 
(dont chacune est prise suivant une direction déterminée) par les droites 
données de grandeur*, soit égale au rectangle de la perpendiculaire abaissée 
du même point sur la droite à déterminer de position , par la droite à déter- 
miner de grandeur. 

Celte possibilité suppose cependant que le point de section des droites don- 
nées de position n’est pas le centre des moyennes distances des extrémités de» 
droites données de position. • 

Calcul. Puisque le lieu cherché est parallèle à S Z , les inclinaisons de 
ce lieu aux droites données de position sont respectivement les mêmes que les 
inclinaisons de SZ aux mêmes étoiles. L’inclinaison de SZ à SA par exemple, 
est déterminée par l’équation , 

SAsin.ASZ-f-SA'sin.A'SZ-f-SA" sin. A"$Z + 5A'"sin. A'"SZ + . ..+SA»sin. A»SZ= a. 
ou, siu. ASZ(SA-j-SA'cos. ASA’-j-SA" cos ASA^-J-SA'" cos. ASA"'+...-|-SA"coi. ASA") 
*^cos.A6Z( SA'sin. ASA'-J-SA' 7 sin. ASA''-|-SA" , sio. ASA’"+.. .q-SA* sin. ASA»^=o. 

SA'sin. ASA'+SA” sin. AS A"+SA I< ' si n. ASA rt, -| + SA* si n- ASA » _ P 

1D ® S A-pSA'cos. ASA'-pSA" cos. ASA"-J-SA'^cos. ASA"'-f . . .+SA* cos ASA." Q 

«t aSZ = (PP-f-QQ)- Voyez dissertation préliminaire J ta. 
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Application. Soient de* droites en nomlire quelconque qui sc coupent eu 
un même point , données de position sur un plan ; et soient des droites en 
même nombre données de grandeur. Soit un autre système de droites en 
nombre quelconque qui sc coupent en un même point, données aussi de position, 
et soit un pareil nombre de droites correspondantes données de grandeur. D'un 
même point soÿcnt abaissées sur toutes ccs droites des perpendiculaires , et 
soient prises les sommes de leurs rectangles par les droites données de grandeur. 

Que ces deux sommes soient cntr’cllcs dans un rapport donné, ou que ces 
sommes altérées par addition, ou par soustraction , d’espaces dounés , ou re- 
tranchées d’espaces dounés, soient entr’elles dans un rapport donné. Le lieu de 
ce point (si la question est déterminée) est une ligne droite. 

$ 56 . 

Prahlirne. Soit un polygone donné de grandeur et de position ; et soient des 
droites eu nombre égal à celui de ses côtés données de grandeur. D’un même 
point soient abaissées des perpendiculaires sur les côtés de ce polygone. Soieat 
pris les rectangles de ces perpendiculaires par les droites correspondantes don- 
nées de grandeur. Que la somme de ces rectangles (en prenant celte expression 
dans nu sens général et algébrique ) soit donnée de grandeur. Ou demaude le 
lieu de ce point. 

Je crois devoir introduire à la solution générale du problème propos* par 
l’exemple d’un polygone d’un petit nombre de côtés , et eu particulier par 
l'exemple d’nu triangle. 

Pour ce cas, le problème proposé pourroit donner lieu à trois suppositions 

distinctes, quant aux positions des points cherchés dans les régions dans les- 

quelles le plan est divisé par les côtés du triangle et par leurs prolongement. 

).* Les points cherchés sont dans l’intérieur du triangle. 

3 .° Ccs points sont dans la partie du plan comprise entre un des côtés et les 
prolongement des deux autres. 

5." Ces points sont dans l’angle opposé au sommet à l’un des angles du triangle. 

Je vais traiter en détail l’un de ces cas, par-exemple le premier. Il sera 
facile ensuite de montrer ta liaison avec chacun des antres. 

Soit donc BSB' uo triangle donné, et soient m, m', m'% trois droites données Ftc.aa. 
de grandeur. D’un point Y pris en dedans de ce triangle soieut abaissées sur 
ses côtés SB, BB', B'S, des perpendiculaires, YP, YP', YP". Que la somme 
n X YP+tu' X YP'+n" X Y P", soit égale àun espace S donné de grandeur. On 
demande le lieu des points Y. 
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Par l’un des sommets du triangle tel que S soit roene'e au côte oppose R IV une 
parallèle, que YP' rencontre celle parallèle en p', on aura YP‘=P'p' — Yp'; 
et parlant la somme propose'e est 

m X YP-f-m'( P’p'— y/ ) + m" x YP"= m XYP— m' X Yp'+ m" X YP"+m' X P' p' - . 

Or , la droite P'p' est donnée de grandeur , et partant , le rectangle nt'x P'p* est 
donné de grandeur ; donc , l’espace restant raxYP — m'x Yp'-t-iu"x YP" est 
donné de grandeur. Donc , la question relative à trois droites qui foraient ua 
triangle est ramenée à la question relative à quelqu’un des cas de trois droites 
qui partent d’un même point. 

Construction. D'uu des sommets S du triangle proposé, soit menée au côté 
opposé BB' une parallèle. Sur SB , sur la parallèle à BB' menée par S , et sur 
la droite B'S prolongée de l’autre côté du point S, soient portées des droites 
SA, SA', SA", respectivement égales au» droites données de grandeur ni, n/,m", 
en tournant dans un même sens. Soit Z le centre des moyennes distances des 
points A, A’, A". Que la perpendiculaire aliaisséc du point S sur BB’ soit dési- 
gnée par A. Soient aussi AQ, A'Q', A"Q W , Z V, perpendiculaires â SY, et soit IX 
perpendiculaire à SZ ( 1 ). 

1 0 Que l’espace donné de grandeur soit égal au rectangle m' X li ; la droite SZ 
est le lieu cherché. Si le centre Z des moyennes distances des points A , A’, A", 
coïncide avec le point S, le lieu est indéterminé. Cela arrive lorsque les droites 
ni, m', ni", sont entr’clles comme les côtés SB, BB’, B'S, du triangle (J i4 ), 
et en particulier lorsqu’elles sont égales à ces côtés; et dans le cas d’égalité 
lorsque l’espace donné est double de la surface du triangle. 

a." Que l’espace donné de grandeur ne soit pas égal au rectangle m'xh. • 
Soit convertie la différence en un rectangle ayant 5SZ pour un de ses côtés; 
et soit menée à SZ une parallèle éloignée d’elle d’une quantité égale à l’autre 
côté , et située du même côté du point S que la droite BB' ou du côté opposé , 
suivant que le rectangle m' X h est plus grand ou plus petit que l’espace donné de 
grandeur. Cette parallèle est le lieu cherché. 

Démonstration. Par la construction , 5SZ X YX = S — ni' X h. 

Mais, SZxYX=SYxZV; donc, 3SY X Z V =S — m' x h. 

Or, 5ZV=AQ— A'Q'-t-A"Q" ; donc, SY (AQ — A'Q'-h A"Q")=S— ni' X U, 
Qu , SA X YP — SA' X Y p'-f-SA" X YP"=S — m' x h. 
m x YP— ni' xYp'+ m' X YP"=S— m'Xb. 
m xYP-f- ni' xYP'-t- m" X YP"=S. 

La démonstration est la même , lorsque m'xh^>S. 

(i) Pour ne pas compliquer la figure, j’ai aiuis ces dernières perpendiculaires qu’il est 
facile de suppléer. Remarque 
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Remarque 1." Lorsque le poinl Z est different du point S, la direction du 
lieu cherché qui est parallèle à SZ est déterminée par la droite SZ. Comme tous 
les systèmes de droites parallèles aux côtés du triangle proposé ne different que 
par leur position , quelque soit le point depuis lequel elles sont menées ; si sur 
ces droites on porte depuis ce point des droites respectivement égales aux 
droites m , m', m"; la direction de la droite menée du même point au centre des 
moyennes distances des extrémités des droites portées est la même dans chacun 
de ces systèmes’; et parlant , la direction du lieu cherché demeure la même , 
quelque soit le poinl du plan depuis lequel on mène les droites parallèles aux 
côtés du triangle donné , et elle dépend seulement du rapport qu’ont enlr'eux 
les coefficiens donnés m, m', m". 

Remarque a." Dans cette direction déterminée par les coefficiens m, m>, ni’ 
seulement , la position du lieu des points Y dépend de la graudeur de l’espace 
donné S. Si cet espace est égal au rectangle m'xh , le lieu proposé convient 
avec la droite SZ ; alors on a constamment ai X YP+m” X YP"=m J X YP 1 , 
pour les points situés datts le triangle BSB', ou dans l’angle BSB' au-delà de BB'; 
et alors , rnxYP — m' X Y P'-+-ni'' X Y P"— S ; vu que pour les poiuts situés 
au-delà de BB' la direction de la droite YP' est changée. 

Remarque 3 .* Les régions dans lesquelles est situé le lieu cherché, dépen- 
dent tant des grandeurs des coefficiens donnés que de la grandeur de l’espace 
donné ; et les changement de direction des perpendiculaires abaissées sur les 
côtés donnés relativement à chaque direction regardée originairement comme 
positive, déterminent les conversions de la somme proposée dans des différences. 

Second cas. La question étant énoncée comme relative à une somme ; que les 
points Y soient regardés comme étant situés dans la région comprise entre l’un 
des côtés BB' et les prolongemens des autres côtés SB , SB'. 

Dans ce cas, YP'— Yp' — h , et on a 

^ mXYP+m'(Yp'— b) +m"xYr"=S; mXYP-|- m 'xYp'+m''XYP''=S+n>'Xli. 

Dans ce cas, le point a' est sur A'S prolongée , et le point A" est sur B'S 
prolongée. Le centre des moyennes distances des points A, a', A", est dans 
l’angle ASA" , il est différent du point S , et le problème est déterminé. 

Troisième cas. La question étant énoncée comme relative à une somme, que 
les points Y soieut regardés comme étant situés dans l’angle opposé au sommet 
de l’un des angles du triangle , par exemple de l’angle S. 

Dans ce cas, YP'— Yp'-f-h , et on a l’équation 

m X YP-f-m' X Yp'-f-m" X YP"=S— h X m'. 

Dans ce cas la droite SA doit être portée sur BS prolongée au-delà du point S j 

* Q 
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la droite SA" est porle'e sur SB'; et la droite SA' est porte'e sur la parallèle 
à BB' du même côte’ relativement à SB. Les points A, A', A", sont situes d’un 
même côté de la droite SB ; le centre Z des moyennes distances est dans l’angle 
ASB* , et le problème proposé est déterminé. 

Corollaire. Porisme. Soit un triangle donné de grandeur et d’espèce ; et 
soient trois droites correspondantes à ses côtés données de grandeur. On peut 
déterminer en même lems la position d’une droite et la grandeur d’une autre 
droite , de manière qu’on obtienne la proposition suivante. D’on point quel- 
conque pris sur le plan du triangle soient abaissées des perpendiculaires sur ses 
côtés (chacune dans une direction déterminée), et une perpendiculaire à ta 
droite & déterminer de position ; soient pris les rectangles des premières per- 
pendiculaires par les droites données de grandeur, et le rectangle de la der- 
nière perpendiculaire par la droite à déterminer de grandeur. La somme ( prise 
dans un sens général) des premiers rectangles est égale à la somme ou à la 
diflerence d’un espace donné et du dernier rectangle. 

L’exemple du triangle que je viens de développer me parott suffire pour 
introduire à l’exposition de la proposition générale. « 

(t) Soit BB'B"B I ". . . . B* — 1 B*, un polygone donné de grandeur et d’espèce; 
et soient m , ni', m", m'". . . . m 1-1 , m* , des droites données de grandeur 
correspondantes aux côtés .... BB', B'B", B'B 1 ", B'"B". . . . B*, B. 

On demande le lieu des points Y de chacun desquels abaissant les perpendi- 
culaires YP, YP 1 , YP", YP'", YP*-’, YP*, sur les côtés de ce polygone, 
et prenaul les rectangles de ces perpendiculaires par les droites correspondantes 
données de grandeur, la somme île ces rectangles soit donnée de grandeur. 

Que les directions des perpendiculaires , en prenant le mot somme dans le 
sens propre de l’énoncé , soient regardées comme étant relatives à un point pris 
dans l’intérieur de la figure. 

D’un point pris sur le plan de la figure, par eiemple du sommet B soient 
menées des droites parallèles à ses côtés, en tournant toujours dans un même 
sens. Sur le côté BB' et sur ces parallèles soient portées des droites 
BA , BA', B A", BA'". ... BA" -1 , BA* , respectivement égales aux droites don- 
nées de grandeur m , m', m", m'". . . . m** 1 , m*. Soient b’, h", b'", h". . . . li*" 1 , les 
perpendiculaires abaissées du sommet Bsur les côtés B'B",B"B'",B'"B , ’‘...B*~'B’‘j 
et que les perpendiculaires abaissées du point Y sur les côtés rencontrent les 
parallèles aux côtés dans les points, p', p", p'", p". . . . p*' 1 . 


(1) D’après l’exemple développé du triangle, U est aisé de suppléer à la Pgure. 
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On araXYP+m'XYP'-|-m"XYP"+iu'''xYP'"-f ....+ni*-<X’»P 1 -’+m*XYPa 

=inxYP— m’XYp'— m"XYp"— m^XY^"— «u«»XYp*»— ra»->XY|)*-i+m»XYP=>. 

-f-m'XU' -f m"x k"+iB'"Xh'" -f m^Xli 1 ' +• ...+m»-*Xh*-t = S. 

Or, ï’espace m’Xh’ -f- m” X X lé” -f- na l, X h ,T H**** ■”}“ ,n *“ l Xh*“ 1 est donné de 

grandeur; donc , l'espace 

mXYP— m'xYp'— ra"XYp"— ra^XYp’"— m>»XYi>» — m*->XYp«-i-f-ro»xYp» 

est aussi donne de grandeur; donc , le cas du polygone est réduit à quelqu’un 
des cas relatifs aux droites qui parlent d’uu même point. 

Construction. Par un des sommets du polygone soient menées des droites 
parallèles aux côtés non adjacens à ce sommet. Sur un des côtés de ce polygone 
adjacent à ce sommet, sur les droites parallèles aux côtés opposés, et sur le 
prolongement de l’autre côté adjacent i ce sommet, soient portées des droites 
respectivement égales aux droites données de grandeur en tournant toujours 
dans un même sens. Soit cherché le centre Z des moyennes distances des ex- 
trémités de ces droites. 

Si le centre Z convient avec le point B, le lieu est indéterminé. Cela a lieu 
en particulier lorsque les droites données de grandeur sont égales ou proportion- 
nelles aux côtés corrrspondaus de la figure. Alors , l’espace donné de grandeur 
est déterminé à être égal à la somme ni'Xli’+ra”Xh”-j-m'”Xh"'+. . . .q-m*' 1 xh"' 1 ; 
et parlant égal au double de la figure, dans la supposition que les droites don- 
nées de grandeur sont respectivement égales aux côtés correspondans. 

Que le centre Z des moyennes distances ne convienne pas avec le 
point B; et que cependant l’espace donné de grandeur soit égal à la somme 
m’ X h’-|-m”x h” .... m 1, ■ , Xh ,, ■ , ; le lieu cherché est la droite BZ qui joint le som- 
met B avec le centre Z. 

Que l’espace donné de grandeur ne soit pas égal & la somme 
né X h’-t-m” X h”-4-tn’" X h"’-t-. ... -1- m*- 1 X h*’ 1 ; soit prise la différence de cet 
espace et de cette somme ; soit divisée celte différence par le nombre des 
côtés de la figure ; et soit changée la partie obtenue en un rectangle ayant 
pour un de ses côtés la droite BZ. A la droite BZ soit élevée une perpendicu- 
laire égale à l’autre côté de ce rectangle; et soit élevée celte perpendiculaire 
du côté où est située la figure relativement au sommet B , ou du côté opposé, 
suivant que l’espace donné de grandeur est plus grand ou plus petit que la 
somme m'xh'-4-m"xh"-)-^l ,,, Xh' ,, . . . . -J-m*" 1 X h"~‘. Par le sommet de cette 
perpendiculaire soit menée à BZ une parallèle , elle sera le lieu cherché. 

Comme le lieu cherché , s’il traverse le polygone , est situé en partie seule- 
ment dans l'intérieur du polygone , la somme proposée se convertit en quelque 
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différence en changeant les signes des perpendiculaires dont la direction 
est cliangc’e. 

En regardant les points Y comme étant situés dans l’inlcrieur du polygone j 
si la question est proposée comme étant relative à quelque différence , la cons- 
truction est toujours la même, eu porlaot les droites données de grandeur 
correspondantes aux termes à soustraire , dans un sens opposé à celui selon 
lequel elles auroienl été portées suivant ,1a première supposition; et en chan- 
geant dans la somme tu' X li'+m" X 1 • +oi 1 '" 1 X li"' 1 , les signes des termes 

dont le premier facteur a changé de signe. 

Au moyen de cette conception , on peut toujours ramener à la supposition 
que les points Y sont situés en dedans du polygone, les différentes supposition» 
qu’on peut faire sur la position de ce point dans les différentes régions dans 
lesquelles le plan est partagé par les côtés du polygone et par leur» prolonge- 
ment ; eu ayant égard aux changemcns de signes de l’uu ou de l’autre , ou de 
chacun des facteurs des termes qui composent la somme proposée. 

Corollaire. Porisme. Une figure rectiligne étant donnée de grandeur et de 
position, et des droites en nombre égal i celui de ses côtés étant données de 
grandeur, de manière que toutes ces droites ne soient pas cntr’elles comme les 
côtés corrrspondaus de la figure : nn peut déterminer en même tems la posi- 
tion d’une droite et la grandeur d’une droite, de manière qu’on ailla propo- 
sition suivante. 

D’un point du plan soient abaissées des perpendiculaires sur les côtés de la 
figure et sur la droite à déterminer de position ; la somme des rectangles des 
première» perpendiculaires ( prises dans une direction déterminée ) par les 
droites correspondantes données de grandeur, diffère d'un espace donné , du 
rectangle de la perpendiculaire abaissée sur la droite à déterminer de position 
par la droite à déterminer de grandeur. 

Application. Soit un système de droites données de position sur un plan , et 
soient des droites correspondantes données de grandeur. Soit un second système 
de droites données de position sur le même plan , et, soient des droites corres- 
pondantes données de grandeur. D’un même point soient abaissées des perpen- 
diculaires sur toutes ces droites ; et soient pris les rectangles de ces perpendi- 
culaires par les droites correspondantes données de grandeur. Que les sommes 
de ces rectangles, correspondantes aux deux systèmes (altérées par addition ou 
par soustraction d’espaces donués de grandeur ) soient entr’elles dans un rap- 
port donné. Le lieu des points desquels ces perpendiculaires sont menées 
( s’il est déterminé ) est une ligne droite. 

Scholin 
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Sc/iolie. Le lieu que je viens de développer dans les deux derniers para- 
graphes est traite par Simson , d’une ntauiëre qui nt'a paru beaucoup trop 
longue cl incomplelte. Il procède successivement du cas d’un certain nombre 
de droites données de position, suças où le nombre des droites augmente 
d’une unité' , et son procède' ne parolt donner lieu ni à une construction géné- 
ralc , ni à des propriétés des figures rectilignes, aussi remarquables que celles 
auxquelles mon procédé m’a conduit. Nous verrons dans la suite que la marche 
que j’ai suivie s’applique avec succès aux étendues situées dans des plans diffé- 
rens. J’ai déjà eu occasion de publier mon procédé dans mon ouvrage sur la 
Polvgonométric : voyez aussi la traduction allemande des lieux plans d' A pol- 
lonius par Cambiier. 

$ 3 7 . 

Problème. Soient deux points donnés de position. On demande le lieu des 
points desquels menant des droites à ces points donnés , la différence de leurs 
carrés soit égale à un espace donné de grandeur. 

Soient A et A' deux points donnés de position ; on demande le lieu des Fig. a3, 
points Y desquels menant des droites AY, A'Y , aux points donnés A et A', 
la différence AY* — A'Y 3 soit égale à un espace S donné de grandeur. 

Analyse. Soit YX perpendiculaire à AA', et soit AA' coupée en deux parties, 
égales au point C. . ' 

A Y 3 =A X 3 +XY 3 
A'Y*=A'X*+XY* 

AY 3 — A' Y 3 =AX 3 — A'X 3 =( AX+A'X) (AX_AX')==AA'XjCX=4AC x CX. 

Donc le rectangle 4ACxCX est donné de grandeur, mais la droite <tAC est 
donnée de grandeur, donc la droite CX est aussi donnée de grandeur, le point 
X est donné de position , et la perpendiculaire YX est aussi donnée de position. 

Construction. Soit AA' coupée eu deux parties égales au point C. Soit converti 
l’espace donné de grandeur en un rectangle ayaul 4AC=*AA' pour un de ses 
côtés; et soit porté l’autre côté sur CA' en CX. Du point X soit élevée à AA' 
une perpendiculaire ; clic est le lieu cherché. 

Dimonstr. S=4ACXCX=AX , -A'X*=(AY , -XY*)-(A'Y*-XY , )=AY 3 -A'Y*. 

Remarque 1 .” Lorsque l’espace donné est zéro , ou lorsque les droites 
AY et A'Y doivent être égales entr’clles ; la droite CX est zéro, et le lieu 
des points Y est la perpendiculaire à AA' , élevée depuis son milieu C. 

Remarque a.‘ Porisme. Soit un point donné de position , soit uoe droite 
donnée de position , et soit uu espace donné de grandeur ; on peut détermine^ 

R 
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la position d’un autre point , de manière que menant des droites d’un point de 
la droite donne'e de position au point donné et au point à déterminer , la diffé' 
rence des carrés de ces droites soit égale à l’espace donné. 

Pour cela ; du point donné A soit abaissée sur la droite donnée de position 
une perpendiculaire AX. Du carré de AX soit retranché l’espace donné; et soit 
prolongée AX en A' d’uuc quantité A'X égale au côté du entré égal à la diffé- 
rence ; le point A’ est le point cherché. Si l’espace donné doit être l’excès du 
carré de A’Y sur le carré de AY ou l’excès du carré de A’X sur Je carré 
de AX , le carré de A’X est égal à la somme du carré de AX et de l’espace 
donné. 

Comme la ligne XA' peut être portée sur AX de part et d’autre du point X, 
il y a deux points A' qui satisfont à la question. 

Première application. Soit un cercle donné de grandeur et de position , et 
soit un point donné de position en dedans de ce cercle. Par ce point soit menée 
une droite quelconque qui coupe la circonférence. Sur cette droite soit prise 
depuis le point donné une droite telle, que son carré soit égal au rectangle de* 
distances de sod extrémité aux points où elle rencontre la circonférence ; on 
demande le lieu de cette extrémité. 

Fie. ai. Soit C le centre d’un cercle dont le rayon est r. Soit P un point donné en 
dedans de ce cercle. Par P soit menée une droite qui rencontre la circonfé- 
rence en X et en X’ ; soit PY*=X Y X YX’ ; on demande le lieu des points Y. 

Analyse. XYx YX'=CY*— r*; donc, PY a =CY a — r*; et CY a — PY*=r* ; 
donc , le lieu des points Y est une ligne droite. 

Il en est de même lorsque le carré et le rectangle proposé , au lieu d’être 
égaux enlr’eux , doivent différer l’un de l’autre d’uu espace donné de grandeur. 

Que le poiut Y soit pris en dedans du cercle donné, et que la somme du 
carré de PY et du rectangle XYxYX'soil donnée de grandeur , le lieu de» 
points Y est encore une ligne droite. 1 

En effet; alors XYxYX'=r a — CY a ; et partant, 

XY X YX'H-PY a =-r a — CY a -f- PY a = r a — ( CY a — PY a ) ; partant , celte somme 
étant donnée de grandeur, l’espace CY a — PY a est aussi donné de grandeur; 
donc le lieu des points Y est une ligne droite. 

Seconde application. Soient deux cercles donnés de grandeur et de position ; 
on demande le lieu des points de chacun desquels menant des tangentes à ces 
cercles elles soient e'galcs cnlr’cllcs. 

Soient C cl C' les centres des deux cercles , et soient R et R' leurs rayons. 
Les carrés des tangentes à ces cercles menées d’un môme point Y sont 



iqifeeéJ^- Goo gle 


ET D’ANALYSE ALGÉBRIQUE. G 7 

CY*— R* et C'Y 3 — R 13 respectivement ; et la différence des carre’s de ce* 
tangculcs-cstCY 3 — C'Y 3 — CR 3 — R' 3 J. Parlant, si ces tangentes doivent être égales 
entr’clles CY“ — C'Y 3 =R 3 — R 13 ; et le lieu des points Y est une ligne droite. 

Il en est de même pour le cas où les carre’s des tangentes au lieu d’être égaux 
ciilr’eiix doivent différer l’un de l’autre d’un espace S donné de grandeur. 

Troisième application. Soit P un point donné sur le plan d’un cercle , dont F>u. a5. 
le centre est C elle rayon R. Du point P soit menée une droite quelconque PX 
à la circonférence du cercle. Sur PX comme hase soit décrit un triangle isos- 
Ccle PXY , dont un des côtés soit sur la tangente au cercle menée du point X; 
ou demande le lieu des sommets Y de ce triangle. 

Ou doit avoir XY 3 =PY 3 . Mais XY*=CY 3 — R 3 ; donc , CY 3 — XY 3 =R 3 ; 
donc, le lieu des points Y est une ligne droite. Le lieu des points Y est 
encore une ligne droite , lorsque les carrés des droites XY et PY au lieu 
d’ùlrc égaux cnlr’eux diffèrent l’un de l’autre d’un espace 5 donné de grandeur. 

Quatrième application. On demande le lieu des sommets des triangles dont 
la hase est donnée de grandeur et de position , cl dans lesquels la différence des 
carrés des côtés est égale au rectangle de la hauteur par une droite donuée de 
grandeur a 1 . 

Puisque AY 3 — A'Y 3 =4ACxCX=aAA'xCX } et AY 3 — A'Y*=aXY x I ; F .o. aï. 
AA'xCX=XY Xl; et partant , CX:XY=1:AA\ Donc, le lieu des points Y 
est uue droite donnée de position. 

$ 38 . 

Problème. Soient deux points donnés déposition; on 'demande le lieu des 
points de chacun desquels menant des droites aux points donnés, la somme 
de leurs carrés est égale à un espace aS donné de grandeur. 

Soient A et A* deux points donnés ; on demande le lieu des points Y de ff l0 . »?, 
chacun desquels menant les droites AY et A' Y, la somme de leurs carrés soit - 
égale à l’espace aS donné de grandeur. 

Analyse. Soit AA' coupée en deux parties égales au point C; et soit YX 
perpendiculaire à AA'. 

AY*=AC 3 -+-CY 3 -+- a ACxCX 

A'Y 3 =A'C 3 h-CY 3 — aA'CxCX. Mais AC=A'C; donc, 
AY 3 -f-A'Y 3 =aAC 3 -+-aCY 3 ; et CY 3 =S— AC 3 . Dbnc , la droite CY est 
donuée de grandeur ; mais le point C est donné de position , donc les poiuls Y 
sont à la circonférence d’un cercle donné. i, 

Construction, Soit AA' coupée en C en deux parties égales au point C. 
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De la moïlie de l’espace donne soit retranche le carre' de AC. Du point C 
comme centre avec un rayon égal au côte' du carre égal au reste soit décrite 
une circonférence de cercle , elle sera le lieu cherché des points Y. 

Démonstration. AY'-f-A'Y*=sAC*+aCY ’5 mais, CY’=S — AC* (constr. ) 
et partant, S=AC’h-CY , j doue, AY’-+- A’Y J =aS. 

Remarque i.™ Lorsque l'espace donné est égal à 4ÀC 5 ou AA’*; CY*=AC S ; 
et partant , le lieu des points Y est la circonférence du cercle dont A \ ' est 
le diamètre. 

Remarque a.* Puisque AY*-f- A'Y*=aAC J -t-aCY , ; la plus petite valeur de 
l’espace proposé est aAC* ; la somme des carrés répondant à tout point Y 
different du point C , surpasse la somme des carrés répondant au point C , de 
deux fois le carré de la distance de ces deux points. 

Remarque 5.* Porisme. Soit un cercle donné de grandeur et de position , 
et soit un point/donné de position (diffèrent du centre de ce cercle). On peut 
déterminer en même teros la position d’un second point et la grandeur d’un 
espace, de manière que menant des droites à ces deux points depuis un point 
quelconque de la circonférence du cercle donné, la somme des carrés de ces 
deux droites soit égale à l’espace à assigner. 

Le point à déterminer de position est sur la droite qui joint le point donné 
avec le centre du cercle , de manière que ces deux points sont également 
éloignés du centre , et l’espace à assigner est double de la somme du carré du 
rayon et du carré de la distance du point donné au centre. 

Première application. Soient deux cercles donnés de grandeur et de position. 
La circonférence d’un cercle est le lieu des points de chacun desquels menant 
des tangentes à ces cercles la somme de leurs carrés est d’une grandeur 
constante. 

Stconde application. Soit un parallélogramme donné de grandeur et d’espèce ; 
d’un point quelconque soient menées des droites aux sommets de ce parallélo- 
gramme. La somme des carrés de ces quatre droites est égale à la somme du 
double de la somme des carrés des deux demi-diagonales , et de quatre fois le 
carré de la droite menée de ce point au centre du parallélogramme ; et parlant, 
cette somme surpasse la somme des carrés des droites menées du centre du 
parallélogramme à ses sommets , de quatre fois le carré de la droite menée du 
centre du parallélogramme au même point. 

.Troisième application. En général , soit une figure ayant un centre de figure. 
D’un point quelconque soient menées des droites aux sommets de cette figure et 
à ce centre. La somme des carrés des droites menées aux sommets est égale à 
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la somme des carres des droites menées de ce centre aux sommets de la ligure , 
et du carre de la distance de ce point au centre pris autant de lois <|u’il y 
a de sommets. 

Quatrième application. En particulier , d’un point quelconque soient mene'es 
des droites à tous les sommets d’une figure régulière d’un nombre pair de côtes. 
La somme des carre's de ces droites est égale à la somme du carre du rayon 
du cercle circonscrit au polygone , et du carre’ de la dislaucc de ce point au 
centre, prise autant de fois que le polygone a de sommets. 

Cette application s’étend aussi aux polygones dont lu nombre des côtes est 
impair. 

Soit P un polygone d’un nombre impair n de côte’s , que le rayon du cercle 
circonscrit soit r. Soit conçu le polygone régulier P’ d’un nombre double de 
côtes a ’« , tel que les sommets du premier polygone soient aux milieux des côtes 
alternatifs du second; et parlant, que les autres côtés alternatifs du second 
polygone soient parallèles aux côtes du premier. Soit r' le rayon du cercle 
circonscrit au second polygone ; soit a' son demi-côté; soitC le centre commun 
des deux polygones. 

Pour abre’ger; soit/. YA a la somme des carre's des droites menées d’un 
point Y aux sommets du premier polygone; et soit/ YA ,a la somme des carrés 
des droites menées du même point aux sommets du second polygone. 

Par une conséquence immédiate de la proposition principale 
/. YA"=a {J. YA a -+-na' 9 ); mais/ YA"=3i> (r ,J -4-CY') ; donc , 

J. YA s +n. , *=n(r'*H-CY') ; et/ YA ! =n(CY , +r' I -s' , )=n (CY’-l-r 5 ). 

En particulier ; soit un polygone régulier inscrit à un cercle, d’un point 
quelconque de la circonférence de cc cercle soient menées des droites à ses 
sommets ; la somme des carrés de ces droites est égale au double du carré du 
rayon pris autant de fois que le polygone a de côtés. 

Scholie. Cette dernière propriété des polygones réguliers peut être obtenue 
d’une manière immédiate, comme il suit : 

Du point Y pris sur la circonférence du cercle circonscrit à un polygone 
régulier soit menée à ce cercle une tangente ; et de chacun des sommets du 
polygone soit abaissée sur cette tangente une perpendiculaire. Le carré de la 
droite me.née à l’un des sommets , est égale au rectangle du diamètre par la 
perpendiculaire abaissée de ce sommet sur I3 tangente ; partant , la somme des 
carrés des droites menées a tous les sommets, est égale au rectangle du diamètre 
par la somme des perpendiculaires abaissées sur la tangente depuis tous les 
sommets; mais ( J 7. ) celle somme est égale au rayon pris autant de fois qu’il 
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y a de sommets ; donc , la somme des carres des droites mentes à tous les 
sommets est égale au rectangle du diamètre par le rayon pris autant de fois qu'il 
y a de sommets; et partant, au double du carre' du rayon pris autant de fois 
qu’il y a de sommets. 

Symboliquement. Le point Y étant sur la circonférence du cercle dont le 
ray on est r ; J. YA a =3nr*. i 

Cinquième application. Soit C le centre d’un cercle donné dont le ravnn eslr. 
Soit P un point donné sur le plan de ce cerclo hors de sa circonférence. Par ce 
point soit menée une droite PY de manière que Y est hors du cercle. Par Y 
soit meoée une droite qui rencontre la circonférence en X et en X'. Soit donnée 
la somme du carré de PY cl du rectangle XYxYX' ; le lieu des points Y est 
une circonférence de cercle. 

En effet; XY X YX'=CY 3 — r*. Donc, PY’-f-CY 1 — r* est donné de gran-. 
,‘deur. Donc , le lieu des points Y est la circonférence d’un cercle. 

Que le point Y soit en dedans du cercle ; et que la différence du carré de PY 
''■«t du rectangle XYxYX 1 soit donnée de grandeur, le lieu des points Y est 
•encore une circonférence de cercle. 

Eu effet; XYx YX'=r*— CY*. 

Donc, XYxYX'— PY , =r*-(CY*-f.PY*) 

Ou , PY' — XY x YX'=CY*-+- P Y * — r*. 

Donc, dans l’un et l’autre cas, le lieu des points Y est la circonférence 
id’un cercle. 

Sixième application. Soient denx cercles donnés de grandeur et de position. 
D’un même point soient menées des tangentes à ces cercles; et que la somme 
des carrés de ces tangentes soit donnée de grandeur. Le lieu des points des- 
quels ces tangentes sont menées , est la «ircouférence d’un cercle. 

Soient C et C' les centres de deux cercles dont les rayons sont r et r’ ; d’un 
même point Y soient menées à ces cercles des tangentes YT, YT'; soit donnée 
la somme des carrés de ces tangentes; j’affirme que le lieu des points Y est la 
circonférence d’un cercle. 

En effet; YT a =CY 3 — r* 

YT' 3 =C'Y 3 — r*. 

YT*-f-YT'*= CY'-hCY 3 — (r’-f-r' 3 ). 

Donc , la somme des carrés de CY et de C'Y est donnée de grandeur ; donc, 
}e lieu des points Y est la circonférence d’un cercle donné. 
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§ 3g. 


Problème. Soient deux points donnes de position , ci soient deux exposans 
de rapports donnes de grandeur. On demande le lieu des points de chacun 
desquels menant des droites aux points donnés , la somme des espaces qui 
ont aux carrés de ces droites les rapports dont les exposans sont donnés soit 
donnée de grandeur. 

Soient A et A' deux points donnés. Soient m et ni deux exposans donnés de Fio. aff. 
rapports. D’un point Y soient menées des droites YA, YA 1 , aux points donnés; 
et que la somme raXYA’+m’xYA” soit égale à un espace donné de grandeur; 
on demande le lieu des points Y. 

Analyse. Soit Z le centre des moyennes distances des points A et A' pour 
les coefficiens m et m' respectivement; et partant, soit mxAZ = m'xA’Z. 


A Y a = AZi-fZY*— sAZXZY eo.. AZY. 
*’ÏS=A , Z!+-ZY»— iA'ZxZY cm. A'ZY. 
=A'Z 3 +ZY«+iAZXZÏ. cot. AZY. 


ni X AY«=m X AZ«+m XZY«— a.n X AZXZY coi. AZY 
m'XA'Y^ro'XA'Zs+m'XZYa+sin'XA'ZXZYco*. AZY. 
m -t- AYS-p m'X A'Y »= mX AZ»-p m'X A’Z a -(- (m-fm’) ZYs. 


Or, le point Z est donné de positiou ; et partant, la somme mx AZ’-f-m'XA'Z* 
est donnée de grandeur; mais la somme raXAY’-f m'xA'Y 1 est égale à 
l’espace S donné de grandeur; donc aussi l’espace (m-t-m’) ZY 3 est donné 
de grandeur; et partant, la droite ZY est donnée de grandeur; mais le 
point Z est donné de position , donc le lieu des points Y est une circon- 
férence de cercle donnée. 


(instruction. Soit Z le centre des moyennes distances des points A et A’ 
pour les coefficiens m et m' respectivement. Soit prise la somme des espaces qui 
soûl aux carrés des droites ZA et ZA' dans des rapports dont les exposans 
sont m et ni respectivement. De l’espace S donné de grandeur, soit retranchée 
celte somme. Que le reste soit égal à un espace qui est au carré d'une droite L 
dans un rapport dont l’exposant est m -+- m . Du point Z comme centre avec 
le rayon L soit décrite une circonférence de cercle , elle sera le lieu cherché 
des points Y. 

Démonstration. Par construction; (m-t-m') ZY 2 =S- (m X AZ 3 H-m' X A'Z 3 ) ; 
ou , m X AZM- m' X A'Z S -+- (m -4- m')ZY 3 = S. 

Mais, m x AY 3 =m ( AZ 3 -+-ZY 3 — aAZ xZYcos. AZY). 
m' x A'Y 3 =n>'( A'Z 3 -(-ZY 3 -f- 2 A'Z x ZY cos. AZY). 

Dune, m x AY 3 -t-m' X A'Y’=m x AZ 3 H-m' X A'Z 3 -Km-t-m')ZY‘=S. 

Remarque J.** Le centre Z des moyennes distances des points A cl A' pour 
les coefficiens m cl ni est le point auquel répond la plus petite somme des 
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espaces qui ont aux carres des dislances à ces points les rapports dont les 
exposans sont m et m . 

La valeur de cette plus petite somme es t — ^ ■ m — AA”. 

* iu+o 

La somme des espaces répondant à tout autre point Y, surpasse la somme 
des espaces répondant au point Z , de l’espace ( ni-t-m') Z Y" ou de l’espace qui 
a au carre de ZY le rapport dont l’exposant est m-t-rn'. 

Remarque 2.' Porisme. Soit un cercle donne de grandeur et de position , 
soit un point (qui n’est pas son centre et qui n’est pas sur sa circonférence ) 
aussi donné de position , et soient deux exposans de rapports donnés de gran- 
deur. On peut déterminer en même lems la position d’un autre point etla 
grandeur d’un espace , de manière que menant des droites d’un point de la 
circonférence au point donné cl au point à déterminer , la somme des espaces 
cjui ont aux carrés de ces droites les rapports dont les exposans sont donnes , 
soit égale à l’espace à déterminer de grandeur. 

Soit Z le centre du cercle donné et r son ravon ; soit A le point donné , 
soient m et m’, les exposans donnés. Le point A' se détermine par l’équation 

m X ZA=m' X Z V ; Z.U= -, ZA. 

111 

S=(m-+-m') r*-t- m X ZA 3 -f-m’ xZA”=(ni-Hm') r’+mxZA’+^ZÀ’ 
e=(m-|-m')r*-h(«n-Hn }"™iZA*==(in-Hn') ( i a -4- ZA S ). 


$ 4o. 

Problème. Soient deux points donnés de position ; et soient deux exposans 
de rapports inégaux enlr’eux, donnés de grandeur. On demande le lieu des 
points de chacun desquels menant des droites aux deux points donnés, la 
différence des espaces, qui ont aux carrés des droites menées aux points donnés 
les rapports donnés, soit égale à un espace donné. 

27. Soient A et A' deux points donnés de position ; soient m et m' deux exposans 
donnés de rapports inégaux entr’eux ; et soit un espace S donné de grandeur ; 
on demande le lieu des points Y, tels que mxYA* — m'x YA”=S. 

Premier cas. Soit m<^ ni'. Soit cherché l’excentre Z des moyennes distances 
des points A et A 1 , de manière qu’on ait l’éqnalion mX AZ=m’ X A'Z j le 
point Z étant situé sur AA’ prolongée de A eu A’. 
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mxYA , = m(AZ‘ + ZY’ — a AZ xZYcos. AZY) 
ni ' x Y A’’= ni' ( A'Z’-f- ZY* — a A'Z X ZY cos. A'ZY ). De là, 
ni X Y A*— 11/ X YA”=m X AZ*— m* X A'Z’— Z Y” ( ru'— m). = S. 

Donc , Z Y’ ( m'- m ) == ni x AZ’— m' X A'Z’— S. 

Or, les espaces ni X AZ’ et ni' X A'Z’ sont l’un et l’autre donne's de grandeur; 
donc, leur différence est donne'e, et partant aussi mXAZ’ — ni' X A'Z’ — S est 
donne’e de grandeur ; donc aussi ZY’ est donne' de grandeur. Mais le point Z 
est donne' de position ; donc , le point Y est à la circonférence d’un cercle 
donné. 

Construction. Soit cherche' l’excentre des moyennes distances des pointe 
A et A' pour les coeflïciens m et m , par l’équaliou m X AZ=ni' X A'Z. De la 
différence m X AZ’ — ni' X A'Z’, soit retranché l’espace S donne' de grandeur; 
soit convertie la différence en un espace qui ait au carré d’une droite L un 
rapport dont l’exposant est m' — m ; puis du point Z comme centre avec le 
rayon A, soit décrite une circonférence de cercle. Elle sera le lieu cherché 
des poinis Y. 

Démonstration. Par construction (m' — in) ZY’=mX AZ’ — m'xA'Z’ — S. 

Mais, m x AY*=m(AZ’-f-ZY’— aAZxZYcos. AZY) 
m’ X A' Y’=m'( A'Z’-+-Z Y’— a A'Z x ZY cos. A'ZY). 

Donc, m X AY’ — m' X A'Y’=m x AZ’ — ni' X A'Z’ — ZY’(m'-m). 

Second cas. Soit m m'; l’excentre Z des moyennes distances des points 
'A et A' est sur AA' prolongée dans la direction A'A , et on a de même 
m X A Y’— ni' X A' Y’= m X AZ’— m' X A'Z’-f- ( m-m') ZY’= S. 
et ZY*(m-m') = S-+-(m'x A'Z’ — mxAZ’). 

Or, l’espace S est supposé donné de grandeur, et l’espace n/ x A'Z’ — mX AZ' 
est aussi donné de grandeur; donc, ZY’ (m-m') est aussi donné de grandeur; 
mais le point Z est donné de position ; donc; le point Y est à la circonférence 
d’un cercle donné. 

Construction. Soit Z l’excentre des moyennes distances des points A et A' 
pour les coefficiens m et m'. Soit prise la différence des espaces qui ont aux 
carrés des droites A'Z et AZ des rapports dont les exposans sont m' et m. 
Soit prise la somme de l’espace donné S et de cette différence; que cette somme 
soit convertie en un espace qui ait au carré d’une droite L le rapport dont 
l’exposant est m — m' ; du point Z comme centre avec le rayon L , soit 
décrite une circonférence de cercle , clic sera le lieu des points Y. 
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Démonstration, m X AY J =m (AZ*— aAZxZYcos. AZY+ZY 5 ) 
ni' xA'Ÿ’=m’( A'Z*— aA'Z x ZY cos. A'ZY -hZY’). 
m X A Y* — ta' X A' Y*==œ X AZ*— in' X A'Z’-f-Z Y * ( ni— ni'). = S. 

Démarqué l". Dans le premier cas où iü<m' ; mX AZ*-m'X .1’’ 

in -m 

($ l5); 1 espace S donne de grandeur ne doit pas être plus grand que cette 
quantité; partant, l’excentre Z des moyennes distances est le point auquel 
répond la plus grande différence des espaces ni X A Y* — ni'xA’Y*; cette plus 

grande différence est AA"; cl elle direre de la différence répondante à 

tout autre point Y de l’espace (m’-ni) ZY* ; ou de l’espace qui est au carré 
de la distance du point Y" à l’excentre Z dans un rapport dont l’exposant 

Démarqué a.’ Dans le second cas dans lequel m>m’ ; 

»XAZ*-«’XA-Z*=^ r lA'* i e.-XAÏ*-«'xà'Y*=^,AA’*+ZYi( ln - œ) 

La plus petite différenca m X AT* — m' X A' Y*, répond au cas ou Y coïncide 
avec Z; et partant, la plus petite Valeur de la différence proposée répond à- 
1 excentre des moyennes distances des points A et A’ pour les coefficie B s m et m'; 
ci la valeur correspondante à tout autre point Y”, surpasse la valeur correspon- 
dante à l’excentre Z , de l’espace (m-oO ZY* qui . au carré de YZ le rapport 
dont l'exposant est m -m. 

Remarquez.' Le cas de légalité des exposans m et m se distingue par ses 
conséquences du cas de leur inégalité. Dans le cas d’inégalité, le lieu proposé 
est toujours une circonférence de cercle ; dans le cas d’égalité , ce lieu est 
xtne ligue droite ($ 5;). 11 est intéressant de poursuivre la manière dont les 
conséquences de ces deux suppositions opposées se rapprochent les unes 
des autres. 

Soit par exemple m>m'; et'parunt, que l’ordre des points A, A, Z. soit Z AA’; 
on a AZ = — ~ AA,AZ=^~, \A\ Lorsqu’on applique ces formules à la 

supposition m=m\ on obtient AZ = i AA', A'Z=J AA’; partant, il est im- 
posable de déterminer le point Z, et les lignes impossibles à déterminer AZ et A Z 
sont dites luae et 1 autre lufiaies. Daus la même supposition, la déférence 
m x AZ* • mm 


-ax X A Z* qui est — ; AA * devient aussi infinie. 

m-m 


Lespxce S «tant fini et donné de grandeur, l’excès de l’espace infini 
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tnXAZ 5 — m'A'Z’ sur cct espace finiS, esl aussi infini. Or, l’expression du 

carre du rayon ZY est. — — r AA’ 3 - — - -,S = , — — -, s (ram 1 AA" — (m-m 1 ) S); 

J (m-ni } 3 m-m (ro-m) 

donc, dans la supposition in=m' , ce rayon est aussi infini. 

Soient B et fi' les points dans lesquels la circonférence du cercle rencontre 

la droite AA'. 


B Z == — mm' AA" — ( m-m') S ) 
m - ni V ' 

B ’Z= ~r mm' A A" — (m-m') SJ 

Or , A’Z= — -j AA', 
m-m 


A'Z— BZ= A'B = — r ( m AA' — K ( mm'AA"— (m-m')S) 

1 s mm AA'* — mm , AA , *-4-(m-m , ~) S 

ru_,u m A A' mu/ AA" — (m-m')S) 

mAA"-f-8 _____ ‘ 

mAA'-f-}/ ( mm'AA" — (m-m') S J 

Celle distance A'B ejt finie ; el sa limite correspondante à la supposition 

m — m' , est — Vit"—— l AA'-| — .^rj (conformement au $ 07 ). 
aAA 3 aAA 

mm'AA" — (m-m') S 

rn-ni 

position m = m', celte distance devient infinie et inde’terminalilc. Plus le 
rapport donné de m à m' (supposé d’inégalité) approche du rapport d’cgalilé, 
plus est grand le rayon du cercle dont la circonférence est le lieu cherché. 
Aussi long-lems que le rapport proposé est conforme à cette supposition 
fondamentale , le lieu proposé ne cesse pas d’être une circonférence de cercle. 
Mais, lorsque la supposition d’inégalité est remplacée par la supposition con- 
traire ; il n’y a plus lieu à la circonférence du cercle , et elle est remplacée 
par uuc ligne droite. Si on persiste à parler encore de circonférence dans le 
cas où il n’y a plus lieu à en parler; on dira (avec quelques mathématiciens 
modernes qui conservent une relation entre les conséquences de deux supposi- 
tions opposées) , qu’une ligne droite esl une circonférence de cercle dont le 
rayon est infini; c'est-à-dire une circonférence de cercle dont on ne petit 
assigner ni la position du centre rii la grandeur du ravon ; c’cst-à-dirc enfin 
une circonférence de cercle qui u’est pas une circonférence. 


La distance A'B 1 est ^_( 


et dans la sup- 
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Remarque 4 .* Porisme. Soit un cercle donne' de grandeur et de position , 
soit un point donne' de position ( qui n’est pas le centre du cercle , et qui n’est 
pas sur sa circonférence), et soient deux exposans de rapports doune's et iné- 
gaux entr’eux ; on peut de'terminer en même lems la position d’un point et la 
grandeur d’un espace , de manière que la différence des espaces qui ont les 
rapports donnes atix carrés des droites menées d’un point de la circonférence 
donnée au point donné et au point à déterminer, soit égale à l’espace 4 
déterminer, 

5 4l. 

Problème. Soient des points en nombre quelconque donnés de position sur 
un plan. Soient des exposans corrcspondaus de rapports donnés de grandeur ; 
on demande le lieu des points de chacun desquels menant des droites aux points 
donnés, la somme des espaces qui ont aux carrés de ces droites les rapports 
dont les exposans sont donnés, soit donnée de grandeur. 

Je crois devoir introduire à la proposition générale par le développement de 
l’exemple particulier de trois points. 

a g_ Soient A, A', A", trois points donnés de position ; soient m, m', m", trois 
exposans corrcspondaus de rapports donnés de grandeur. On demande le lieu 
des points Y de chacun desquels menant des droites A’ A, Y A’, Y A” aux points 
donnés, la somme m X YA J + m 1 X YA"+m" ^ YA 1 ' 1 , soit égale à l’espace S 
donné de grandeur. 

Analyse. Soit Z' le centre des moyennes distances des points A et A' pour 
les coefficicns correspondans m et m' , on a 

ni X AYM-m'x A'Y*= nxAZ'’4- m' X A'Z ,f + (m-4-m’) YZ'*; et partant, 
n.xAY , +m'xA'Y*+m"xA"Y'=raXAZ"+m'XA'Z ,, +m"XA"Y , +(tn+m'jYZ'’. 
Soit Z le centre des moyennes distances des points A" et Z' pour les coelliciens 
m" et m + m', et partant le centre des moyennes distances des points A , A’, A”, 
pour les coefliciens m, ni 1 , m*; on a 

m" X YA"*-h(m-Hu') YZ”=m" X A"Z*-+- (m+m') ZZ' a + (m-t-m'-f-m") YZ'} 
partant , mxAY’+m' X A' Y a -4-m w X A''\' a 
=m X AZ' a -t-m' X A'Z' a +m"x A"Z*-+- ( m- 4 -m') ZZ"-f- (m-4-m'-4-m") YZ*. 
Or , le premier membre de cette équation est supposé donné de grandeur , 
et les quatre premiers termes du second membre sont aussi donnés de grandeur; 
donc, le cinquième terme du second membre (m-t-m’+m") YZ a est aussi 
donné de grandeur ; et partant , YZ est donnée de grandeur ; mais le point Z 
est donné de position ; donc, le point Y est à la circonférence d’un cercle dont 
on counoil le centre Z cl le rayon ZY. 

Puisque 
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Puisque Z' est le centre des moyennes distances des points A et A' pour les 
cocfiiciens ni et tn', et que Z est different de Z' ; 1 

mxAZ’+m'X A'Z*=mXAZ' ll +m'xA'Z' 3 + (rn-j-m') ZZ". Donc , 
mXAY>-j-m'XA'Y a +iu"X A"ï’=mXAZ 3 +m'XA'Z i -f-iu"A"Z«-f (m+œ'+m" ) YZ C . 

De là découle la construction suivante : 

Construction. Soit cherché le centre des moyennes distances des points 
A, A', A", pour les coefficiens m , ru’, m". Soit prise la somme des espaces qui 
ont aux carrés des droites ZA , ZA’, ZA , les rapports dont les exposans sont 
m, ni', tn", respeclivement. De l’espace S donné de grandeur, soit retranchée 
celle somme. Soit converti le reste en un espace qui ait au carré d’une droite L 
le rapport dont l’exposant est m -4- m’-|- m". Du point Z comme centre, avec le 
rayon L soit décrite une circonférence de cercle ; elle sera le lieu cherché des 
points Y. 

Démonstration. Par construction , 

S=mxAZ’+m' X A'Z’+m" X A"Z"*-HnH-m'-Mii") YZ\ 

Or, m X YA’-t-m' X YA'%=m x AZ"-f-m' X A'Z' 3 -Km-4-m')YZ' a . 

Donc, mXYA a +ni'XYA' J +m"XYA" J =mXAZ' 3 +m'XA'Z' a +m"xZA"* + (m+m')YZ'». 
Puisque Z est le centre des moyennes distances des points A" et Z' pour les 
coefficiens m" et m-+-m' ; m"x Y A" a -+- (ru-f-m') YZ ,, =m"A"Z ! ’+(m+m'^Z'Z a 
) YZ a (j 39); et puisque Z est différent de Z’ , 
m X AZ s -+-m' X A'Z'=m X AZ' ! -f-m' X A’Z' a -|- ( m-f-m' ) ZZ'\ 
Douc,mxYA a -|-in'XYA' a -Hn w XYA" a =raXAZ a q-ni'XA'Za 4 -ni"XA"Z a -f-(m+m'-t-m"}YZ*=:S. 

Corollaire. Le centre Z des moyennes distances des points A, A', A” pour 
les coefficiens m , m', m", est le point auquel répond la plus petite valeur de 
la somme des espaces qui ont aux carrés des droites menées d’un même point 
aux points A , A’, A", des rapports dont les exposans sont ces coefficiens donnés ; 
la somme des espaces correspondans à tout autre point Y surpasse la somme des 
espaces correspondans au point Z , de l’espace dont le rapport au carré de YZ 
a pour exposant la somme des premiers exposans. 

Il me paroit que cet exemple suffit pour exposer la proposition générale , sans 
employer une figure qu’il est aisé de suppléer. 

Soient A, A', A” , A'" . .. . A’ -1 , A*, des points donnés de position; et 
soient m , m', ni", m'". ... m*' 1 , m* , des exposans donnés de rapports ; soit Z' 
le centre des moyennes distances de ces points pour les coefficiens correspon- 
dans donnes. Qu’il ait été prouvé que pour un point quelconque Y, on a 
l’équation , J. m“A K \ r, =/. m’A^Z' 1 -)- Z'X* J. m". 

Soit A^* un point de plus ; soit m’‘+* un exposant correspondant donné, 

V 
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et soit Z le centre des moyennes distances de tous les points. J'affirme qu’on a 
aussi l’équaiion/. m ,< +‘ A*+ l Y =/. m*+' A"+* Z -f-ZY /. m"+'. 

En effet ; puisque /. m*A*Y = /. m* X A"Z' -f-Z'Y /. m". 

/. m"+ , A"+ 1 Ÿ : '=/. m" x A"Z' %-m*+> X A*+iY* X/m*. 

Or, puisque Z est le centre des moyennes distances des points Z' et A*+‘, 
pour les coefficiens /. m" et m^ 1 ; ni^+'X A*+‘Y i 4-Z , Y* /. m" 

= m"+> X Z A*+‘ V Z Y '/. m*+'; 

donc,/. ni , + 1 X A"+'Y =/n)"XA'Z' +m*+‘xA"+ , Z +ZZ' /. m*-f ZY /. m"+'. 

“”a t — a 

mais (par supposition ) , /. m*XA !, Z’ -fZZ 1 / m"=/ m*XA"Z ; , 

donc,/. œ’+'XA’-t'YV' m«XA>Z+(n>+'x A*+ , Z*+ZY /. m , + l . 

. *=/• m’ , + , A”+'Z !1 + ZY /. m"-f. 

On a donc généralement la proposition suivante : 

Soient des points en nombre quelconque donnes de position , et soient des 
exposans correspoodans de rapports donnés : soit pris le centre des moyenne» 
distances de tous ce» points pour ces eiposans pria comme coefficiens. D’un point 
quelconque soient mene'es des droites à tous les points donnes , et au centre 
des moyennes distances. Soit prise la somme des espaces qui ont aux carres de» 
droites mene'es' de ce point aux points donne’» les rapports dont le» exposans 
sont donnes; et soit prise la somme des espaces qui ont les mêmes rapports aux 
carrés des distances des points donnés au centre de leurs moyennes distances. 
La première somme surpasse la seconde , de l’espace qui est au carré de la dis- 
tance du meme point au centre des moyennes distances dans un rapport dont 
l’exposant est la somme des exposans donnés. 

Partant, le centre des moyennes distances d’un nombre quelconque de points 
donnés pour des coefficiens donnés, étant pris pour centre d’un cercle; d’un 
point pris sur la circonférence de ce cercle soient menées des droites à tous les 
points donnés ; la somme des espaces qui ont aux carrés de ces droites des 
rapports dont les exposans sont les coefficiens donnés, est toujours la même ; et 
partant, si celle somme est égale à un espace donné S on détermine le rayon R 

de ce cercle par l’équation S =/. m* x A"Z -h R 1 / ni*. 

=/ A"’+R ’/ m» ( $ 1 1 ). 

Poritme correspondant au lieu proposé. Soient des points en nombre 


/ 
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quelconque donnes de position sur un plan. Soient des exposans correspondant 
de rapports donnes de grandeur ; soit aussi un exposant de plus donne. On peut 
déterminer en même tems la position d’un nouveau point correspondant à Cet 
exposant , et la grandeur d’un espace ; de mauière que la somme des espaces 
qui ont les rapports donnes aux carres des droites menées d’un point de la 
circonférence aux points corrcspondans donnes et au point à déterminer , soit 
égale à l’espace à déterminer. 

Pour cela, soit cherché le point tel que le centre du cercle donne est le centre 
des moyennes distances des points donnés et de ce point pour les cocfficiens don- 
nés; ce point est le point cherché. L’espace cherché est la somme des espaces qui 
oui aux carrés des distances du centre du cercle donné à tous ces points , les 
rapports dont les exposant sont donnés , et de l’espace qui est au carré du rayon 
du cercle donné dans un rapport donll’exposanl est la somme des exposans donnés. 

$ 4a. v 

Problème. Soit un système de points donnés de position ; soient des exposana 
corrcspondans de rapports donnés ; d’un même point soient menées des droite» 
à tous ces points, cl soit prise la somme des espaces qui ont aux carrés de» 
droites menées les rapports dont les exposans sont donnés. 

Soit un autre système de points aussi donnés de position ; soient des exposans 
de rapports corrcspondans aussi donnés; du même point soient menées des droites 
aux points de ce système, et soit prise la somme des espaces qui ont aux carré» 
des droites menées les rapports dont les exposans sont donnés. 

Que la différence de ces deux sommes soit donnée de graudeur ; on demande 
le lieu du point duquel les droites sont menées. 

Soient A, A', A", A'". . . . A* , le» points du premier système; et soient 
m, m', m" , m" . . . . m* les exposans correspondans des rapports donnés. 
Soient B, B’, B", B’". ..B* les points du second système, et soient p, p',p",p'"...p* 
les exposans correspondans. Soit Z le centre des moyennes distances des points 
du premier système pour les exposans correspondans ; et soit Z' le centre des 
moyennes distances des points du second système pour les exposans correspon- 
dans. Soit Y un point duquel on mène des droites à tous les points. On a les 

équations/, m* YA" = /. m"ZA* -t- Y Z/ m". 

S. p* Y B* 3 — S. p* Z'&-bYZ ' /. p* 

Donc ,/. n^YA*’— /. p* YB* 3 = /. m»ZA"-/. p» Z' R»* 

r+- YZ’/. m* — YZ'*/. p». 
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1. * Soit/. m*=/. p*; la différence YZ a — A Z” est donnée de grandeur; 
niais les points Z et Z' sont donnés de position ; donc le lieu des points Y est une 
ligne droite. 

Dans la supposition/. 01"= /. p*, si les points Z et Z' coïncident, le problème 

r * , — * 

est indéterminé ; et la différence/ m'XY A K — /. p"XYB K est détermiuée actrc 

3 — * 

égale à la différence donnée J. m*xZA* — /. p*xZ B K . 

2. ° Que les deux sommes/ ni* et/ p* ne soient pas égales entr’clles ; le lieu 
proposé (s’il est possible) est une circonférence de cercle, conformément 
au $ 4 o. 

Scholie. Les propositions développées dans les derniers $ 57 - 4 u , contien- 
nent des propriétés bien remarquables du ccrr.le et du centre des moyennes 
distances. Elles ont été connues des anciens, ainsi qu’il paroîl par les collections 
mathématiques de Pappus. Elles ont été développées avec soin par SmaoN 
dans son ouvrage sur les lieux plans. Sans rendre le développement moins 
géométrique , j’ai cru pouvoir le présenter sous une forme plus symbolique et 
plus concise que l’a fait cet auteur. 

Ce développement repose essentiellement sur la proposition suivante relative 
aux triangles. 

Soit AA'Y un triangle, dans lequel on a mené une droite YZ du sommet à 
un des points de sa base. Soient pris les espaces qui sont aux carres des 
côtés AY, A'Y, comme les segment opposés A'Z et A Z respectivement 
sont à la base AA'. La somme de ces deux espaces est égale à la somme du 
rectangle des segmens de la base et du carré de la droite YZ menée au point Z 
de la base. 

Fio. a 6- Ln effet , soit Y r X perpendiculaire à la base 

A Y* = AZ a -+- Z Y * — aAZ x ZX ; 


A'Y a =A'Z a - 

AV *xe= 


rZY a -HiA'ZxZX 

, A'Z A'Z , 7 7V A'Z 

■kl 2 X -r-rr+ZY X-xrr ~ a AZ X ZX X -r-rr 

AA AA AA 


A' Y a x =A'Z a X ^Jr-HZY’ x aA'Z xZXxJ-Jr 

A Y ’ X Y ’ X~ J-=AZx A'Z-f-Z Y». 

Fio. 37. Que le point Z soit sur AA' prolongée de A en A' , on a de même 

A Y> x ~ A' Y a X 4ïr= AZ x A'Z - Z Y a . 

AA AA 

Que 
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Que le point Z soit $nr AA' prolongée de A’ en A, on a de même 
AZ 


81 


AY’X A'Y 1 


*Â^= ZYJ 


-AZ x A'Z. 


... . . A'Z AZ ... 

Dans ces équations , les quantités > AÂ/’ sonl r( ’ s P ccl,vcmcnl lcs ™ me ‘ 

que les quantités — "-^—, , et - ^ , , pour le premier cas ; et pour les deux der- 

. , ..mm’ m n/ 

mers cas , elles sont les memes que les quantités — r — , —, — ou — -7-el -, . 

1 * 111-111 ni -111 in-iii m- il» ' 

employées dans les 5 g et 4 o. 

Purisme correspondant au lieu propose. Soit un cercle donne' de grandeur 
et de position ; soient des points en nombre quelconque donués de position 
sur un plan j et soient des exposans correspondons de rapports donnés de 
grandeur. Soit un autre système de points donnés de position , et soient des 
exposons correspoudans de rapports donnés de grandeur ; soit aussi un autre 
exposant de rapport donné de grandeur (de manière que la somme des pre- 
miers eiposans ne soit pas égale à la somme des derniers ). On peut déter- 
miner en même tems la grandeur d'un espace, et la position d’un point corres- 
pondant au dernier exposant , de manière que l’espace à assigner soit égal à 
la différence de la somme des espaces qui ont des rapports donnés aux Carrés 
des distances d’uu point de la circonférence du ceicle donné aux points qui 
composent le premier système , et de la somme des espaces qui ont les rapports 
donnés aux carrés des distances du même point aux points qui composent le 
second système (l^ioint à déterminer de position y compris). 

{j 43 . 

Problème. On demande le lieu des sommets des triangles dont la base est 
donnée de grandeur et de position , et dans lesquels le rectangle des côtés est 
égal au rectangle de la hauteur par une droite donnée de grandeur. 

Soit AA’ la base donnée d’un triangle AYA', dont la hauteur est YX ; F10. 39. 
et soit al une droite donnée de grandeur ; on demande le lieu des sommets Y, 
tels qu’on ait l’équation AY X A'Y=XY X s/. 

Analyse. Puisqu’on doit avoir l’équation AY X A'Y == XY X al ; 

XY : AY = A'Y : alj partant, si on conçoit à A’Y une perpendiculaire A'Z 
élevée depuis le point A', de manière que YZ=al ; les triangles rectangles 
YAX , YZA' seront semblables; cl parlant, les angles A r AX , Y Z A', seront 
égaux ; donc , le quadrilatère YAZA' sera inscripliblc au cercle dont YZ=al 
est le diamètre ; de là découle la construction suivante : * 

Construction. Sur AA' comme base soit décrit un triangle isoscèle dont / est 

X 
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le côté ; puis du sommet de ce triangle isoscèle comme centre , arcc son côte 
pris pour rayon, soit décrite une circonférence de cercle ; elle sera le lieu cherché 
des points V . 

Di-monstration. Dans ce cercle soit mené le diamètre YZ , et soit menée ZA'. 

Les triangles rectangles AYX, ZYA', sont équiangles, comme ayant les angles 
en A et en Z égaux entr’eui ; donc, YX : AY= A'Y ; ZY = A'Y : al. 

Donc , al X YX = AY x A'Y. 

Limite. Pour que le problème soit possible, la droite al ne doit pas être 
plus petite que la base AA'. Lorsque al = AA' , la circonférence du cercle 
dont AA' est le diamètre est le lieu cherché. 

Remarque l.” Sur la droite AA' on peut décrire de part et d’autre de cette 
droite le triangle isoscèle dont / est le côté ; et parlant , lorsque al est donnée 
plus grande que AA' il y a deux cercles dont les circonférences répondent au 
lieu proposé ; mais ces deux cercles ne diffèrent que par leuc- position relative- * 
ment à AA' , et seulement en tant que leurs segmens situés du même côté 
4e AA' sont alternes l’un de l’autre. 

Remarque a.‘ On peut procéder à l’analyse d’une manière un peu différente 
comme il suit : 

Soit AP perpendiculaire à A'Y. 

On doit avoir AY X A'Y — al X YX. 

Donc, A'Y : YX = al : AY. 

Mais, A'Y : YX=AA' : AP. 

Donc, al :AY=AA':AP. 
et , al : AA' = AY : AP. 

Donc dans le triangle AYP rectangle en P , le rapport de l’hvpothc'nusc AY 
au côté AP est donné; donc, ce triangle est donné d’espèce, et en particu- 
lier l’angle AYP ou AYA' est donné ; donc, le point Y’ est à la circonférence , 
d’un segment de cercle capable d’un angle donné. 

Cet angle est tel que le rapport du sinus total à son sinus est celui de al à AA'; 
et partant , le diamètre du cercle auquel ce segment appartient est al. 

Remarque 3.' La recherche de ce lieu conduit au théorème connu ; dans 
tout triangle , le rectangle des deux côtés est égal au rectangle de la hauteur 
par le diamètre du cercle circonscrit. 

Purisme correspondant au lieu proposé. Soit un cercle donné de grandeur 
et de position , et soit un point donné sur le plan de ce cercle et hors de son 
centre. On peut déterminer en même tems la position d’une corde donnée de 
grandeur passant par ce point, et la grandeur d’une droite ; de manière qu’a- 
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baissant sur cette corde une perpendiculaire depuis un point quelconque de la 
circonférence ; le rectangle des distances de ce point aux extrémités de la corde 
soit égal au rectangle de la perpendiculaire par la droite à déterminer de 
grandeur. La corde à déterminer peut avoir une position double. 

5 44. 

Problème. Soient un point et une droite donnés de position ; on demande 
le lieu des points desquels menant des droites, l’une au point donné et l’autre 
perpendiculaire à la droite donnée ; le carré de la première soit égal au rec- 
tangle de la seconde par une droite donnée de grandeur. 

Lemme. Soient deux points donnés de position sur une ligne droite; on 
demaude sur celte droite un point , tel que le carré de sa distance à l’un de 
ces points soit égal au rectangle de sa distance à l’autre point par une droite 
donnée de grandeur. 

Soient A cl B deux points donnes; on demande sur la droite AB ( nu sur son 
prolongement ) le point X tel , que le carré de AX soit égal au rectangle de 
BX par une droite a/ donnée de grandeur. 

Division. Les positions du point cherché et des points donnés peuvent être 
quelqu’une des trois suivantes, AXB , XAB, ABX. 

Première position. AXB. AX’— al x BX = al (AB — AX ). ' 

AXM-al X AX=»1 X AB. Soit prolongée B A en D d’une quantité AD égale à al; 
et soit coupée AD en deux parties égales au point C. 

AX 1 - 4 - a! x AX = AX x DX =CX* — AC*. Donc, 

CX 3 — AC*= aIXAB ; CX a = a ACX AB-f AC’=AC ( aAB+AC) = AC (CB+AB). 
= (AC-+-AB)* — AB’=CB* — AB*. De là, découle la construction suivante. 

Construction. Soit prolongée BA en C d’une quantité AC égale à/; du point C 
comme centre avec un rayon dont le carré est égal à l’excès du carré de CB sur 
le carré de AB soit décrite une circonférence de cercle qui coupe AB en X; 
le point X est le point de section cherché. 

Démonstration. Par construction CX* =CB 3 — AB’; donc, 

AC*+a AC X AX+ AX’=C B*— A B 3 =AC (CB-f AB) =AC (AC+aAB). 
aACxAX-j-AX* =aACxAB. 

AX* =aACXAB— aACXAX. 

=aAC(AB-AX)=aACxBX. 

Remarque t." Le rayon de la circonférence décrite du point C comme centre 
est plus grand que CA , mais plus petit que CB; donc cette circonfc'rencr 
rencontre AB entre A et B, et on obtient la position demandée AXB. 
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Remarque a.‘ Celle circoiife'rcnce rencontre aussi la ligne BC prolongée 
au-delà de A dans la direction BA , el le point correspondant X' répond à la 
seconde position X’AB. 

Partant , les deux positions AXB , X'AB, sont lices l’une avec l’autre d’une 
manière si intime , que la construction donne l’une el l’autre simultanément. 

La liaison de ccs deux positions est conforme à la correspondance qui a lieu 
entre les changcmcns de signe en algèbre , et les cliungemeus de direction eu 
géométrie. 

En rflet, les lignes AX cl AX’ ont des directions oppose'es ; mais leurs carrés ✓ 
sont allectes du même signe; mais les ligues BX el BX' ont la même direction 
et le même signe ; partant , les deux équations AX 3 =^BXXal ; AX"— BX'xMj 
sont résolues en même têtus. 

Remarque 3.* Puisque CX=CX'= (CB* — AB 1 ). 

BX= CB — V ( CB 3 — A B 3 ) 

BX'= CB -4- \S (CB* — AB 3 ) 

BX X BX'=AB 3 . 

Seconde position. ABX. AX 3 — alxBX=al (AX — AB). 

AX ( 2 ! — AX)==alx AB. Soit prolongée BA en D, dans la direction ABD , 
de manière que AD^al, et soit Al) coupée en deux parties égales au point C; 

AX ( al— AX ) = AX x DX = AC 3 — CX 3 ; donc , CX 3 = AC 3 — al x AB 
= AC ( AC — aAB ) = CB 3 — AB 3 . De là , découle la construction suivaute. 

Construction. Soit prolongée AB en D, de manière que AD — al ; soit coupée 
AD en deux parties égalés au point C. Du point C comme centre, avec un rayon 
dont le carré est égal (s’il est possible ) à l’çxcès du carré de CB sur le carré do 
AB, soit décrite une circonférence de cercle, qui rencontre BD eu X ; le 
le point X est le point du prolongement cherché. 

Démonstration. Pur construction CX 3 =.CB 3 — AB 3 

ou , ( AX— AC ; 3 = CB 3 — AB*=AC (CB— AB) 
aAC x AX— AX 3 = AC (AC— BC+AB) =aACx AB 
AX 3 = aACxBX. 

Remarque J Pour que le problème soit possible , CB ne doit pas être pins 
petite que AB; el parlant, la plus petite valeur de la droite donnée al 
est '*AB. J’afFtrme que si l'on prend un point X sur AB prolongée , on a 
Constamment AX 3 >4ABX BX. 

En effet, AX 3 _4ABxBX = AX*-4AB (AX_AB)=f A . 'C 

• ( ii A-D — AA ) • 

Remarque a.* Lorsque la droite donnée si est plus grande que 4AB , le 

problème 
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problème a deux solutions , qui répondent l’une cl l’aulrc à la position sup- 
posée ABX. 

Remarque 3.* Puisque CX=l^ (CB 1 — AB 1 ). 

BX=CB— ^(CB 1 — AB?). 

BX'=CB-t-K (CB 1 — AB 1 ). 

XB x BX'=AB\ , 

Ce lemme établi , je passe au développement du lieu proposé. 

Soit P un point donné, et soit AA’ une droite donnée de position. D’un Fio.3i. 
point Y soit menée une droite YP au point P, et soit menée à AA' une per- 
pendiculaire YX. On demande le lieu des points Y, tels, que le carré de P Y 
soit égal au rectangle de la droite YX par la droite al ilouuée de grandeur. 

Premier cas. Que les points Y et le point P soient supposés être du même 
côté de la droite AA'. 

Soit PD perpendiculaire à AA’, et sur PD soient déterminés les points Bot B', 
tels qije.PB 2 =al X BD, et PB' 2 = al X B'D (lcinme , j ." position ). Soit coupée 
BB' en deux parties égales au point C, soit menée CY, et soit Y Z perpendi- 
culaire à PD. 

On a CB 2 =CD 3 — PD 2 =CB' 2 . 

Or, PY 2 =€Y 2 -4-CP 2 — aCP x CZ=CY 2 -f-CP 2 — aCP (CD— DZ) 

=CY 3 -|-CP 3 — aCP X CD-t-aCP X XY. 

Mais, on doit avoir PY 2 =aCPxXY; donc, CY 2 =aCPxCD — CP* 

=CD 2 — (CD— CP) 2 =CD 2 — PD 2 ; donc, CY=CB ; et parlant , les points Y 
sont à la circonférence d’un cercle dont C est le centre et dont CB est le rayon. 

Second cas. Que les points Y et le point P soient des deux côtés opposés de 
la droite AA'. 

Sur PD prolongée au delà du point D, soient déterminés les points B et B', 
tels que FB 2 =al X BD ? et PB' 2 =al X B'D (lemme, apposition). Soit cou- 
pée BB* en deux parties égales au point C, soit menée CY , et soit Y Z perpen- 
diculaire à PD. 

On a CB 2 = CD 3 — PD 3 = CB' 3 . 

Or , P Y 2 = CY 2 4 -CP 2 — aCP X CZ =CY 3 -f- CP 2 — aCP (CD— DZ) 

=CY 3 -+- CP 2 — aCP x CD-mC P x XY. 
mais on doit avoir , PY = aCPxXY. 

Donc , CY 3 — aCP x CD — CP 3 =CD 3 — (CP-CD) 3 =CD 3 — PD 3 . 

Donc , CY=£B ; et parlant , les points Y sont à la circonférence d’un cercle 
dont BB' est le diamètre ; ou dont C est le centre et dont CB est le rayon. 

Les deux cas donnent donc lieu à une construction commune. 

Y 
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Construction. Soit PD perpendiculaire i AA'; sur PD ou sur scs prolon- 
geraens soient déterminés les points B et B' (lemme) tels, 
que BP 3 = al X BD , B'P 3 =2lX B'D. Sur BB' comme diamètre soit décrit un 
cercle ; sa circonférence est le lieu cherché des points Y. 

La détermination des points B et B' se fait en prenant depuis le point P sur PD 
une droite PC égale à /; et celte droite peut être portée sur PD de part et 
d’autre du point P ; les centres C des deux cercles se trouvent par une cons- 
truction unique. 

Les rayons des deux cercles se trouvent aussi par une construction semblable, 
puisqu’on a CB ! =CD 3 — PD 3 . Dans le premier cas, CD est la somme de CP 
et de PD ; cl dans le second cas, CD est la différence de CP et de PD. 

Démonstration. Par la construction C’B 3 =CD 3 — PD?. 

O. , PY 3 =CP 3 +CY*-»PCXCZ=CP 3 +CD s -PD*— aPCxCZ 

==CP ! +CD?— PD 3 — aPC (CD-XY) 

Donc , PY2 = (CP-CD)* _PI),+ aPC + XY=aPCxXY - 

Remarque 1.” Ce qui a clé dit sur le cas du perpendicularisme à la droite 
donnée de position , s’applique au cas des droites menées des points Y à AA' 
sous un angle donné ; puisque chacune de ces droites a un rapport donné à la 
perpendiculaire menée du même point. 

Remarque 3.' Pori&me. Soit un cercle donné de grandeur et de position , et 
soit une droite hors de ce cercle aussi donnée de position : on peut déterminer 
en même tcnis la position d’un point et la grandeur d’une droite , de manière que 
menant de chacun des points de la circonférence deux droites, l’une au point 
à déterminer et l’autre perpendiculaire à la droite dounée , le carré de la pre- 
mière droite sera égal au rectangle de la seconde par la droite à déterminer de 
grandeur. 

En effet ; puisque PD 3 =CDs — CB 3 ; PD est égale à la tangente au cercle 
mciiéc du point D ; et cette tangente peut être portée du point D sur la droite CD 
de part et d’autre de ce point. 

Puisque PD 2 =CD 3 — CB 3 

PD = + jX ( CD 3 — CB 3 ). 

CP = i=CD+ y (CD 3 — CB 3 ). 

Remarque 5. e Soit un cercle donné de grandeur et de position , et soit 
un point donné de position ( non situé sur sa circonférence et différent de son 
centre ). Par un point quelconque du la circonférence soient menées deux 
droites, l'une au point donné, et l’autre parallèle à une droite donnée do 


Digitized by Google 


ET D’ANALYSE ALGÉBRIQUE. 87 

position. Que le carre de la première droite soit égal au rectangle de la seconde 
par une droite constante ; le lieu de l'extrémité de la seconde droite est une 
droite douiiée de position. 

Savoir, soit menée I’C qui rencontre la circonférence en B et en B'. Soit 
prolongée BB' en D de manière que le rapport de BP 2 à B'l >2 soit égal au 
rapport de BD à B'D; et par D soit élevée à BB' une perpendiculaire , elle 
sera le lieu des extrémités des Secondes droites. Si les secondes droites menées 
sont parallèles à CP ou BB', la droite constante est double de CP. Si les secondes 
droites menées ne sont pas parallèles à CP ; la droite constante est moindre 
que le double de CP dans le rapport du cosinus de l’angle qu’elles fout avec CP 
au sinus total. 

Remarque*.' Le problème proposé renferme la solution du problème suivant. 
Soient un point et une droite donnés de position. D’un même point soient 
menées deux droites , l’uue au point donnée et l’autre à la droite. donnée do 
position sous un angle donné , que le carré de la première soit égal au rec- 
tangle du segment retranché de la droite donnée depuis un point donné, par 
une droite douuée de grandeur. Le lieu des points depuis lesquels les droites 
sont menées est une circonférence de cercle. 

Application. Soient des points en nombre quelconque donnés de position 
sur un plan ; et soient des droites aussi en nombre quelconque données de po- 
sition sur le même plan. D’un point sur ce plan soient menées des droites à tous 
les points donnés; soient pris les espaces qui ont aux carrés de ces droites des 
rapports dont les exposans sont donnés , et soit prise la somme (dans un sens 
général et algébrique ) de ces espaces. Du même point soient abaissées sur les 
droites données de position des perpendiculaires , et soit prise la somme do 
leurs rectangles par des droites correspondantes données de grandeur. Que 
ecs deux sommes soient égales eutr’elles , on qu’elles dillercnt l’une de l’autre 
d’un espace donné , ou bien que leur somme soit donnée ; le lieu des points 
desquels ces droites sont menées est la circouférence d’un cercle ( excepté deux 
cas dans l’un desquels ce lieu est une ligue droite, et dans l’autre desquels il 
est indéterminé). 

Cette application est une combinaison des $ 56 ct4t. 

Eu effet ; à la somme des espaces qui ont des rapports donnés aux carrés des 
droites menées aux points donnés , on peut substituer la somme d’un espace 
donné de grandeur , et d’un espace qui a un rapport donné au carré de la droite 
menée à un point donné de position ( qui est le centre des moyennes distances 
des points donnés pour les exposans des rapports donnés). Item, à la somme 
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«les rectangles «les droites données «le grandeur par les droites mene’es aux 
droites données de position, on peut substituer ( J 56 ) le rectangle d’uue 
droite mene'e sous un angle donne' à une certaine droite donne’e de position, 
par une certaine droite donne’c de grandeur , altéré ( par addition ou par sous- 
traction ) d’un espace donné de grandeur. Partant , l’application proposée est 
réduite à la «|ueslion suivante. 

Soit un point donné de position, et soit une droite donnée de position : on 
demande le lieu des points (lesquels menant une droite au point donné, cl une 
perpendiculaire à la droite donnée de position ( ou une droite sous un angle 
donne ) , la somme de l’espace «jui a un rapport donué au carré de la droite 
menée au point donné et d’un espace donné de grandeur, ait un rapport donué 
à la somme du rectangle de la seconde droite menée par une droite donnée de 
grandeur, cl d’un espace donné. Ce problème est aisément réduit à celui 
qui fait l’objet de ce $. * 

En particulier , la circonférence d’un cercle est le lieu des sommets des 
triangles dont la base est donnée «le grandeur et de position , et dans lesquels 
la somme des carrés des côtés est égale au rectangle de la hauteur par une 
droite donnée de grandeur. 

5 45 . 

Problème Soient deux points donnés de position ; on demande le lieu des 
points de chacun desquels menant des droites à ces deux points leur rapport 
est égal à uri rapport donué , différent du rapport d’égalité. 

l,emrne connu. La droite qui partage un angle d’un triangle en deux parties 
égales , partage la base en deux parties qui sont enlr’elles comme les côtés 
adjaceus, et réciproquement. Item, la droite qui coupe en «li-ux parties égales 
un angle extérieur d’un triangle, rencontre la base dans un point dont les 
distances à ses extrémités sont cnlr’clles comme les côtés adjacens , et 
réciproquement. 

i». 3a. Soient A et A’ deux points donnés ; et soit le rapport de m à ni' un rapport 
donné d’inégalité , par exemple de plus grande inégalité; on demande le lieu 
«les points Y de chacun desquels menant des droites YA , YA', aux deux points 
donnés , leur rapport soit * ; gal à celui de m à m' . 

Analyse. Sur AA' et sur son prolongement soient déterminés les points B et B' 
qui jouissent de la propriété proposée; ensorteque m;m'=AB;BÂ’=AB m . A B'; 
puisqu’on doit avoir aussi AY:A'Y=m:m', la droite YB coupe en deux parties 
égales l’angle AYA', et la droite Y" B' coupe en deux parties égales l’angle de 
suite du même angle ; et parlant, l’angle BA B' est la moitié de la somme de 

deux 
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doux angles «le suite; donc, l’angle BY B' est droit; et partant, le point Y est à la 
circonférence d’un demi-cercle dont 15 B’ est le diamètre. 

Construction. Sur A V et sur son prolongement soient détermines les points 
B et B' qui jouissent de la propriété proposée, puis sur'BB' comme diamètre 
soit décrit un cercle ; sa circonférence est le lieu chcre.lié. 

Démonstration. Soit BB' coupée en C en deux parties égales , et soit 
menée CY. Puisque m : m’= A11 : BA’=AB' : A'B' 

ni : m'=AB-f-AB' : BA'+A'B' = aBC : aA'C 
= AB'— AB : A'B' — BA'=aAC : aBC. 

Donc , m : m'= AC : BC=BC : A'C — AC : CY=CY : A'C. 

Donc, les triangles ACY, YCA', ont l’angle C commun, et les cotés au- 
tour de cet angle proportionnels ; donc , ces triangles sont semblables ; et en 
particulier AY A'Y — AClCY=m : m’. 

Remarque t”. On peut montrer la liaison qui règne entre le lieu proposé 
dans ce $ et celui qui est développé dans le § précédent. 

En effet, puisqu'on doit avoir m ; in’ — AY l A'Y 

mm : m'm'=AY s ; A’Y 3 
et mm ; m'm' — mm ;AY 2 :A'Y S — AY 5 . Soit 
AA’ coupée en D en deux parties égales ; soit YX perpendiculaire à AA' ; 
A’Y 2 — \Y 5 =aAA'xDX=4ADXDX; donc, mm : m'm' — mm=AY s :4ADXDX.' 
Soit changé le rapport donné de m'm' — mm à mm, dans celui de 4AD à une 
droite al qui sera donnée de grandeur; on aura al : 4AD=AY 5 : 4AD XDX; 
et partant , AY 5 = alxDX. Partant , si du milieu D de AA' on lui élève une 
perpendiculaire , on a constamment le carré de AY égal au rectangle de la 
distance du point Y à cette perpendiculaire par une droite donnée. 

Remarque a.* Porisme. Soit un cercle donné de grandeur et de position , 
et soit un point donné de position (non situé sur sa circonférence) ; on peut 
déterminer en meme teins la position d’un point er la grandeur d’un rapport, 
de manière que menant des droites d’un point quelconque de la circonférence 
au point donné et au point à déterminer de position , leur rapport soit donné. 
En effet; le point A , le centre C, et le rayon R étant donnés; la position du 
point A' se détermine par la proportion AC : R : R :CA'j et le rapport à déter- 
miner de AY à A'Y , est égal au rapport de AC à R. 
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d’une droite 1 à AA', on aura AY' 2 — alxDX. Donc, le lieu des poinis Y est 
une circonfe'rence de eercle. 

Construction. Soit le rapport donne' celui de m à m ; soit coupe'c AA’ on 
deux parties égales au point C ; soit converti l’espace donné en un rectangle 
ayant AA’ pour un de ses côtes; soit porté l’autre côté de C en D sur la droite 
A A’ du côté du point A' ; du point D soit élevée à AA' une perpendiculaire. 
Soit converti le rapport donné de m à m' dans celui d’une droite l qui sera 
donnée de grandeur à la droite AA' ; et soit construit le lieu des points Y 
desquels menant une droite au point A , et une perpendiculaire à la droite 
élevée du point D, le carré de la première soit égal au rectangle de la seconde 
par la droite 1. Ce lieu est celui des poinis Y. 

Troisième cas. Que le rapport donné soit un rapport de plus petite inégalité. 

Puisque le rapport de AY 2 à A’Y 2 -t-S est un rapport donné de plus petite 
inégalité, aussi la rapport de AY 2 à A'Y 2 — AY’ 2 -f- S est un rapport donné , 
ou le rapport de AY 2 à S — (AY 2 — A'Y 2 ) est un rapport donné; mais 
AY' 2 — A'Y' 2 =4ACxCX ; donc, le rapport de AY 2 à S — 4ACxCX est 
donné. Soit converti l’espace S en un rectangle ayant 4AC pour un de ses 
côtés, que CD soit l’autre; et soit portée CD de C en D du côté de A' : 
S — 4ACxCX=4ACxDX. Donc , le rapport de AY 2 à 4ACx DX est donné ; 
cl parlant, comme dans le second cas , le point Y est à la circonférence d’un 
Cercle donné; et la construction est sensiblement la même. 

Seconde supposition. Soit donné le rapport de AY 2 à A'Y' 2 — S. 

Cette supposition peut être ramenée à la première , en présentant le rapport 
de AY' 2 à A'Y 2 — S , sous la forme du rapport de l’espace S' à l’espace S ; et 
parlant , l’espace S' sera donné , et le rapport de AY' 3 -t-S' à A'Y 2 sera donné. 

Troisième supposition. Soit donné le rapport de AY' 2 à S — A'Y 2 . 

Donc aussi, le rapport de AY* à S-t-AY 2 — A'Y 2 , est donné. Or, 
AY' 2 — A'Y*=4ACxCX; donc, le rapport de AY 2 à S-+4ACxCX est donné. 
Soit changé l’espace S dans le rectangle de 4AC par CD, cl soit portée CD 
sur CA de C en D; le rapport de AY 2 à 4ACxDX est donné; et parlant 
(J 44) le'point Y est à la circonférence d’un cercle donné. 

Pariant, le lieu des points Y est une circonférence de cercle , excepté un 
cas unique dans lequel il est une ligne droite. 

Applications. i.* Le cas où l’on donne le rapport de la somme ou de la 
différence du carré de la distance à un des points donnés , et d’un espace donné, 
à la somme ou à la différence du carré de la distance à l’autre point donné et 
d’un espace donne , est aisément réduit au problème proposé dans ce §■ 
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Ainsi, soit changé le rapport donné de A Y 3 -)- Sâ A'Y’ 2 -+-S', dans celui de 
S à S" ; donc aussi le rapport de A Y* à A' Y 2 -)- S' — S", sera égal au rapport 
donné de S à S". 

Le cas où au* carrés des droites ÀY et A'Y on substitue les espaces qui ont 
des rapports don ués à ces carrés sc ramène ausv au cas précédent. 

En effet; soient m et m de» exposans donnés de rapports , et soit donné le 
rapport de m X AY' 2 -(-S à tn'x A'Y*-|-S' ; soient pris les espaces auxquels les 
espaces donnés S et S' ont les rapports dont les exposans m et ni' sont donnés ; 
soient S et S ces espaces, le rapport de ni (AY2-+-S) à ni' ( A' Y 3 — t— J est 
donné; et paflanl aussi le rapport de AY 2 -+-A à A'Y 2 -+-S^ est donné. 

Seconde'application. Soit un système de points donnés de position, et soient 
des exposans de rapports correspoudans donnés de grandeur; soit un second 
système de points aussi donnés de position , et soient des exposans corrcs- 
poiidans de rapports donnés de grandeur. D’un même point soient menées des 
droites à tous les points donnés. Que les sommes des espaces qui ont les rap- 
ports donnés aux carrés des droites menées aux points de chaque système soient 
cnlr’elles dans un rapport donné ; on demande le lieu de ce point. 

A la somme des espaces qui ont les rapports donnés aux carrés des droites 
menées aux points de chaque système , on peut substituer la somme d’un 
espace donné de grandeur , et de l’espace qui a un rapport donné au carré de 
la droite menée du même point à un point donné ($ IJ ). Parlant, la question 
proposée sur deux si sternes de points, dont le nombre et la position sont quel- 
conques , est réduite à la question correspondante sur deux points seulement. 

Troisième application. Soit un cercle donné de grandeur et de position , 
dont le centre est C et dont le rayon est r. Soit P un point donné de position 
sur le plan de ce cercle. Par P soit menée une droite PY , et par Y soit menée 
une droite qui rencontre la circonférence du cercle en X et en X’. Soit donné 
le rapport (d’inégalité) du carré de PY' au rectangle XY'xYX', le lieu des 
points Y est une circonférence de cercle. 

Premier cas. Soit Y hors du cercle. XY r X Y'X'=CY' 2 — r*; donc, le rap- 
port de PY 2 à CY 2 — r 2 est donné. 

Sifcond cas. Soit Y r en dedans du cercle. XY*xYX'=r 2 — CY 2 ; donc, le 
rapport de P Y 2 à r 2 — CY 2 est donné. 

Donc, dans l’un et l’autre cas , le lieu des points Y' est une circonférence 
de cercle. 

Il en est de même lorsque le carré cl le rectangle proposés doivent subir des 
changcmcns donués par additiou ou par soustraction ; et lorsqu’ils doivent 
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être retranche'* d’espaces donnes de grandeur ; et il en est encore de même , 
lorsqu'à ce carre et à ce rectangle ou substitue des espaces qui ont à eux de* 
rapports donnés, et qui sont altérés de la même manière. 

Quatrième application. Soient deux cercles donnés de grandeur et de posi- 
tion ; on demande le lieu des points de chacun desquels menant des tangente* 
à ces cercles elles aient entr’clles un rapport donné ( differcut du rapport 
d’égalité ). 

Soient C et Cf les centres de deux cercles donnés dont r et r’ sont les rayons. 
D’un point Y soient menées à ces cercles des tangentes YT, YT' ; et soit donné 
le rapport de TY à T'Y, on demande le lieu des points Y. 

Puisque le rapport de YT à YT' est donné, le rapport de YT* à YT' 1 est 
aussi donné ; niais, YT’=CY’ — r* ; et Y'T' a =C'Y a — ‘r’ a j donc, le rapport 
de CY* — r* à C'Y a — r" est donné ; donc , le lieu des points Y est une circon- 
férence de cercle. 


, CHAPITRE PREMIER. 

SECONDE PARTIE. 

Addition* diverses aux lieux plans d’ Ar ollon les. 

$ 4 7 . 

Définition. Sorr une droite coupée en trois parties , de manière que toute 
la ligne est à l’une des parties extrêmes, comme l’autre partie extrême est à la 
moyenne. Celle ligne est dite coupée harmoniquement. Les deux extrémité* 
de la ligne cl le* deux points de section , sont appelés points de section 
harmonique. 

Problème. Soient deux droites données de position , et soit un point 
donné de position (non situé sur l’une de ces droites). Par ce point soit menée 
une droite qui coupe les droites données de position ; sur la droite menée soit 
déterminé un point tel , que le point donné , les points oii elle coupe les droites 
données, et ce quatrième point , soient des points de section harmonique ; on 
demande le lieu de ce quatrième point. 

Soient SA et SA' deux droites données de position , et soit un point P hors F* 0 - 33 - 

Aa 
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de ces droites aussi donne de position. Par P soit menée une droite qui coupe 
les droites données en X cl eu X' ; sur cette droite soit déterminé un point Y, 
tel, que les points X* P, X', Y , soient des points de section harmonique , eu 
sorte qu’on ail PX : PX'=X Y : X' Y ; on demande le lieu des points Y. 

Analyse. Que les parallèles à SA’ menées par P et par Y rencontrent SA en B 
et en Q « et que les parallèles à SA menées par les mêmes points rencon- 
trent SA' en B' et en Q’ ; 

A cause des parallèles PX : XY s=BP : QY 
et PX' :X'Y = B'P :Q'Y 

Mais on doit avoir , PX :XY = PX';X'Y 

Donc aussi BP : QY = B'P : Q Y 

ou BP : B'P = QY rQ'Y. 

Mais, le rapport BP: B'P est donné; donc aussi, le rapport QY à Q'Y est 
donné ; donc ( J 33 ) , le lieu des points Y est une ligne droite. 

Construction. Que PB parallèle à SA' rencontre SA en B, et que TB' paral- 
lèle à SA rencontre SA' en B'. Soit déterminé ($ 53) le lieu des points Y, 
tels, que menant par ces points des parallèles à SA et à SA', qui rencontrent 
SA' et SA en Q' et en Q , ont ait PB : PB'= Y’Q : Y Q' , ce lieu est aussi le lieu 
cherché. 

Démonstration. Par construction; PB :PB'=YQ :Y'Q'; 

‘ ou PB :QY r =PB' : YQ' 
mais, PB :YQ=PX :XY 
et PB':YQ'=PX':X'Y 
donc,’ PX : XY=PX' : x'Y 
et PX :PX'=XY:X'T. 

Remarque l." Puisque PB : PB'=YQ : YQ' ; lorsque la position du point P 
est telle que le rapport de PB à PB* est constant, le rapport de YQ à Y’Q' est 
aussi constant; et partant, lorsque les points P sont sur une même droite menée 
par S , les points Y sont aussi sur une même droite meuée par S. 

Savoir , si quatre droites menées d'un même point sont telles , que quelque 
droite qui les coupe est coupée harmoniquement aux points de section ; toute 
autre droite qui les coupe est aussi coupée harmoniquement dans les points où 
elle les rencontre. 

Remarque a.* Lorsque la droite menée est parallèle à SA , le point X inns- 
signahle est dit infiniment éloigné ; les lignes inassignables PX , YX, sont dites 
iufinies , et leur rapport est dit un rapport d’égalité; partant, le rapport de 
PX' à X'Y est aussi dans ce Cas un rapport d’égalilc. Ainsi , le lieu des points Y 
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peut se déterminer en menant PB* parallèle à SA , en prolongeant PB' d’une 
«juantitè B'b' égale à PB 1 et en menant SI)'. 

En effet , SB' : B'I»'=SQ' : YQ'= YQ : YQ' 
ou, PB: PU' = YQ : YQ'. 

Remarque 3.' Lorsque XY : PX = X'Y : PX'; XY X PX'=X' Yx PX. Si 
le rapport des rectangles \Y xFX' cl X'YxPX au lieu d’être celui d'égalité, 
est un rapport donne' d’inégalité : on montre de même que le lieu des points Y 
est une ligne droite. 

En effet , XY *. PX = QY : BP 
PX':X'Y=PB' :YQ' 

Donc, XYxPX':PXxX'Y = QYxPB':YQ'xPB; partant, si le premier 
rapport est suppose donné, le second rapport est aussi donné ; mais le rapport 
de PB' à PB est supposé donné; donc , le rapport de QY à Q'Y est aussi donné, 
et parlant , le lieu des points Y est une ligne droite. 

Remarque 4.* PB \ PB' = sin. PSA : sin. PSA' 
et YQ ; YQ' =s in. YSA : sin. YSA'. 

Donc , sin. PSA : sin. PSA' — sin. Y' SA : sin. Y SA'. 

5 48. 

Problème. Soit un trapèze dont un des côtés parallèles cnlr’eu* est donné, 
et dont les côtés adjacens an premier de ces côtés sont donnés de position; on 
demande le lieu des points de section des diagonales de ce trapèze. 

Soit AA' un des côtés parallèles d’un trapèze AA'X'X ; que ce côté soit fro.W. 
donné de grandeur et de position, et que les côtés adjacens AX, A'X', soient 
donnés de position ; que les diagonales AX', A'X se coupent en Y ; on demande 
le lieu des points Y, 

Analyse. Que les côtés AX, A'X', sc rencontrent en S; et quel* droite SY 
rencontre les côtés AA', XX', en Q et en Q'. 

A cause des parallèles ; AQ : A’Q = XQ' : Q'X' ; 

et XQ':A'Q=X'Q':AQ 
ou , XQ’ : X'Q'= A'Q : AQ. ' 

Donc, AQ :A'Q=A'Q:AQ; partant, AQ=A'Q. 

Donc , la droite SY rencontre la droite AA' en un poiul fixe Q , qui est te 
milieu de AA'; donc, le lieu des points Y est une ligne droite. 

Construction. Que les droites AX, A'X', se rencontrent en S. Soit AA' 
coupée en deux parties égales au poiul Q. Soit menée SQ; elle est le lieu 
cherché des points Y. 
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Démonstration. Elle de'coule de l’analyse. 

Remarque 1 ." SQ : SQ'= AQ : XQ' 

=A'Q : XQ' 

=YQ:YQ*. 

Donc, les points S, Q, Q’, Y, sont des points de section liarmoniqne. 
Savoir , dans un trapèze , si on joint le point de section des eûtes non parallèles 
avec le point de section des diagonales par une droite ; celte droite est coupe’e 
harmoniquement , dans ccs points et dans les points dans lesquels elle rencontre 
les côtés parallèles. 

Remarque a.* Lorsque le côte' XX', parallèle à AA' est sur une droite 
donnée de position , et lorsque ce côté est donne' de grandeur ; le point S est 
à une droite donnée de position ; le rapport de SQ à SQ' est donné ; et partant 
aussi le rapport de QY à Q'Y est donné , et le poiul Y est à uue droite donnée 
de position parallèle à AA'. 

Remarque 5>* La propriété de la section harmonique qui fait l’objet de la 
remarque première , n’csl pas particulière aux trapèzes , mais elle s’étend à 
tous les quadrilatères. 

Fio.55. Soit AA'B’B un quadrilatère dont les côtés opposés AB, A'B', se coupent en S, 
et dont les diagonales AB', A'B, se coupent en Y. Que la droite SY rencontre les 
côtes AA', BB', dans les points X et X'. J’affirme que SX;SX'=XY:YX'. 

Que les'droiles parallèles à AA' menées par B cl par B' rencontrent SY 
en h et en b'. 

A cause des parallèles, AX :Bh =SA J SB 
A'X : B'b'==SA' : SB' 

Donc , AXx X A' ; Bb x B'b'=ASx SA' : BS x SB', 
de même, AX :B'b'=AY :B'Y 
A'X: Bb = A'Y:BY. 

Donc, AXxXA' : BbxB'b'^AYx YA’rBYxYB'. 

Donc , AS x SA' : BS x SB'=A Y x YA' : BY X J B' 
ou, ASA' : BSB' = AYA' : BYB' 

* et, ASA' : AYA' = BSB' : BYB'. 

Mais, ASA' : AYA' = SX : YX 

et, BSB' : BYB' = SX' : YX' 

Donc , SX : YX = SX' : YX'. C. q. f. d. 

Remarque 4.* Que les côtés opposés AA', BB', se coupent en Z. La droite ZY 
est aussi coupée harmoniquement au point Y, et aux points dans lesquels elle 

rencontre 
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rencontre les côtés AB, A'B'; de manière que les sis droites. SY, ZY, SA, SA', ZA'.ZB', 
sont coupées harmoniquement dans les points où elles se rencoutreut. 


5 4 9 - 


■Problème. Soit un cercle donné de grandeur et de position , et soit un point 
donné de position sur le plan de ce cercle. Par le point donné soit menée une 
droite quelconque qui rencontre la circonférence du cercle; et sur cette droite 
soit déterminé le quatrième point de section harmonique dont le point donné et 
les points de rencontre avec la circonférence sont les deux autres points; on 
demande le lieu de ce quatrième point. 

Soit C le centre d’un cercle donné dont le rayon est r. Soit P un point donné Fig. 36. 
de position , qui n’est pas le centre de ce cercle , et qui n’est pas sur sa circon- 
férence. Par P soit menée une droite qui rencontre la circonférence en X et 
en X' ; et sur cette droite soit détermiué le point P', tel , que PX:PX'=P'X :P'X'; 

On demande le lieu des points P 1 . 

Division. Le point donoé P est hors du cercle donné , ou en dedans du 
cercle donné. Soit CQ perpendiculaire à XX'. 

P est au dehors du cercle. P est en dedans du cercle. 

PX : P’x = PX' : P'X' px : P'X = Px' : P'X' 

px+px' : p'x+p'X'=fx-px' : fx-P'X' px-px> : fx-fx'=px+px' : fx+fx' 

PQ : QX = QX : QP' 

PQ X QP' == QX” 

PQ(PQ + PP')= r*— CQ’ 

QP X PP' = r 3 — CQ*— PQ* 

— r *— CP*. 


QP* 


PQ : QX = QX 
PQ x QP' = QX’ 

PQ (PQ-PF) = r*— CQ’ 

QP X PP' = PQ’-f CQ* — r* 
— CP*— r’ 


Donc, dans l’un et l’autre cas, le rectangle QPx PP' est donné de gran- 
deur ; mais , le point Q est à la circonférence d’un cercle dont CP est le dia- 
mètre ; donc (} 3i , rcraar. a.') , le point P' est à une ligne droite. 

Construction. Soit menée CP qui rencontre la circonférence en A et en A'. 
Soit le rectangle APxPA' égal au rectangle de CP par une droite PD, laquelle 
soit portée sur CP depuis le point P ; vers le centre C si P est au-debors du 
cercle , et- au-delà du centre dans la direction CPD si P est en dedans du 
cercle. Puis du point D soit élevée à AA' une perpendiculaire, elle sera le 
lieu cherché. 

Démonstration. Elle découle de l’analyse. 

Remarque i.** Soit P hors du cercle; et soit PT une tangente au cercle menée 
du point P; APXPA'=FT’; mais APxPA'=CPXPD ; donc , CPXPD=PT*; 

Bb 
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donc , CP : PT= PT : PD ; donc , les triangles CPT, TPD , sont semblables ; 
mais l’angle CTP est droit, donc l’angle PDT est droit; et partant, le lieu 
cherche’ est la droite qui joint les points de contact des tangentes mcoe’cs du 
point P à la circonférence. 

Remarque a.' Soit P au-dedans de la circonfc'rence; que la perpendiculaire à 
CP élevée depuis le point P rencontre en T la circonférence, et soient menée* 
CT et DT. APxPA'=PT’=CPxPD; donc , CP*. PT — PT: PD ; donc , les 
triangles CPT , TPD, sont e’quiangles ; et l’angle CTD est droit. Doge, le 
point D se trouve en élevant à CP depuis le point P une perpendiculaire qui 
rencontre la circonférence en T et en T' , le point D est le point de rencontre 
des tangentes menées par T et par T’. 

Remarque 5.' Dans l’un et l’autre cas on a l’équation r’=PCxCD; mais, 
dans le $45 on a aussi r a =ACxCA' ; donc, les points P et D prennent la place 
des points A cl A' , et le lieu proposé dans ce $ a la liaison la plus intime avec 
celui qui a été traité dans le $ 45 ; savoir , quand on a déterminé le lieu des 
poiuts dont le rapport des distances à deux points donnés est toujours le même , 
si de l’un de ces poiuts on élève à la droite qui les joint une perpendiculaire , 
et si de l’autre de ces points on mène une droite qui rencontre cette perpendi- 
culaire et la circonférence ; cette droite est coupée harmoniquement dans ces 
quatre points. 

Remarque 4.* Soit un cercle donné de grandeur et de position , et soit une 
droite (qui ne passe pas par son centre cl qui ne louche pas la circonférence ) 
aussi donnée de position : on peut déterminer la position d’un point , de manière 
que menant par ce point une droite quelconque qui rencontre la circonférence 
et la dtoile donnée de position , ces trois points de section et le point à déter- 
miner soient des points de section harmonique. 

$ 5o. 

Problème. Soit un cercle donné de grandeur et de position ; et soit un 
point donné de position (hors du centre et non sur sa circonférence ). Parce 
point soit menée une droite qui coupe la circonférence. Par les points de 
section soient menées ’à ce cercle des tangentes; on demande le lieu des points 
de rencontre de ces tangentes. 

Fio. 36. Soit C le centre d’un cercle donne dont le rayon est r; soit P un point donné 
sur le plan de ce cercle. Par P soit menée une droite qui rencontre la circon- 
férence en X et en X' , par les points X et X 1 soient menées au cercle des 
tangentes qui se coupent en Y ; on demande le lieu des points Y. 
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Analyse. Soit menée CY qui rencontre en Q la droite XX’. Dans le triangle 
rectangle CXY, CYxCQ = r a ; donc, le rectangle CYxCQ est donne de 
grandeur; [mais le 'point Q est à la circonférence du cercle dont CP est le 
diamètre; donc (f 5l) le point Y est à une droite donnée de position. 

Construction. Soit menée CP ; h CP et au rayon soit prise une troisième 
proportionnelle CD ; et du point D soit élevée à CD une perpendiculaire : elle 
sera le lieu des points Y. 

Démonstration. Elle découle de l’analyse. 

Remarque. Le lieu qui fait l’objet de ce § est le même que celui qui a c‘té 
traité dans le $ précédent, et il donne lieu au* mêmes observations; savoir, 
si par le point P on mène une droite qui rencontre la circonférence en X et en X’; 
et si des points X et X’ on mène des tangentes au cercle, leur point de ren- 
contre est sur la droite DP’ , déterminée dans le $ 4g , cl toute droite menée 
par le poiut de rencontre des tangentes , est coupée harmoniquement dans 
les points où elle rencontre la circonférence et la droite qui joint les points 
de contact. 

Sc/io/ie. Comme la section harmonique trouve des applications nombreuses 
et importantes , sur-tout dans la théorie des sections coniques; j!ai cru devoir 
eu exposer les principales propriétés élémentaires dans les lieux que je viens 
de traiter. 

$ 5t. 

Problème. Soient trois points donnés de position ; par l’un de ces points soit 
nipnée une droite quelconque sur laquelle soient abaissées des perpendiculaires 
depuis les deux autres points. Sur la même droite soit déterminé un point , 
tel , que le rapport de ses distances aux pieds des perpendiculaires soit donné; 
on demande le lieu de ce dernier point. 

Soient C et C' deux points donnés, et soit A un troisième point donne'. Fio. 3;. 
Par A soit menée une droite quelconque sur laquelle soient abaissées les per- 
pendiculaires CP et C'P'. Sur PP' soit déterminé un point P" tel que le rapport 
de P"P à P"P' soit égal à un rapport donné ; on demande le lieu des points P". 

Analyse. SurCC’ soit déterminé le point C" tel , que le rapportée CC" àC'C" 
soit égal au rapport donné ; et soit menée C"P". Puisque CC":C'C"=PP":P'P", 
et puisque les droites CP, C’P', sont parallèles entr’clles, la droite C"P" est 
parallèle à chacune d’elles ; mais les angles en P et en P' sont droits ; donc 
aussi, l'angle P" est droit; donc , le point P" est à la circonférence d’un cercle 
dont AC" est le diamètre. 
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Construction. Sur CC' soit déterminé le point C" , de manière que le rapport 
de CC" àC'C" soit égal au rapport donne; sur AC" comme diamètre soit décrite 
une circonférence de cercle ; elle sera le lieu des points cherchés. 

Démonstration. Elle découle de l’analyse. 

Remarque t.” Lorsque le rapport de CC/’ à C'C" est un rapport donné d’iné- 
galité ; le point C 1 ' peut cire situé sur la droite CC' ou sur son prolongement; 
parlant , il y a deux cercles qui jouissent de la propriété proposée. Lorsque le 
rapport donné est crJui d’égalité , le point C" est le milieu de CC' cl il est 
unique; parlant , il n’y a qti’uu cercle dont la circonférence est le lieu cherché. 

Remarque a.' Soit le point A sur la dioite CC', et que le rapport donné soit 
celui de CA à C’A; l’un des cercles est réduit à son centre A. 

Application. Soient deux cercles qui se coupent en A donnés de grandeur 
et de position. Par A soit menée une droite qui rencontre en X et en X' les 
circonférences des cercles donnés ; cl sur XX' soit déterminé un point X" tel , 
que le rapport de XX" à X'X" soit donné. Ou demande le lieu du point X". 

Soient C et G les centres «les cercles donnés; et soient CP et C'P' perpendi- 
laires à AX. AX=aPX, AX'=aP'X'; XX'=sPP'. Soit conçue AX"=»aAP"=îP"X" ; 
on aura aussi XX"=2PP"; et X'X"=aP'P". Mais, le rapport de XX" à X'X* est 
supposé donné ; donc aussi, le rapport de PP" à P'P" est donné ; donc, le 
point P" est à la circonférence d’un cercle donné dont la circonférence passe 
par A. Mais , AX"— 2 AP" ; donc ( J 28 ) le point X" est aussi à la circonférence 
d’un cercle donné. Savoir, ayant fait CC' :CC"=PP' :PP" ; le point X" est à 
la circonférence du cercle dont C" est le centre et dont C"A est le rayon. 

5 59. 

Problème. Soient trois droites qui se coupent données de position. D’011 
point sur le plan de ces droites soit menée une droite qui les coupe ; et que les 
rapports des parties de celte droite comprises entre ce point et les poiuts do 
section soient donnés ; on demande le lieu de ce point. 

Premier cas. Que les droites données de position se coupent en un même 
point. 

Fi». 38. Soient SA, SA', SA", trois droites données de position qui se coupent en un 
même point S. Soit un point Y duquel on mène une droite qui rencontre les 
droites SA , SA', SA", dans les points X , X', X", respectivement. Que les 
droites \ X , YX', YX", soient enlr’elles dans des rapports donnés ; on demande 
le lieu des points Y. 

' Analyse 
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Analyse. Par Y soit menée à l’une des droites données de position , telle que 
SA une parallèle qui rencontre en Z' et en Z" les dcu* autres droites SA', SA". 

Puisque le rapport de YX à YX' est donne' , le rapport de XX' à X'Y est 
donne' ; mais XX' :X'Y=SX:Z'Y; donc, le rapport de SX à Z 1 Y est donne'. 

De même, le rapport de X"Y à XX" ou le rapport de Z" Y à SX est donne. 
Donc, le rapport de Z" Y à Z'Y est donne'. Mais les droites SZ' , SZ", sont 
donne'es de position, et la droite Y Z'Z" est parallèle à une droite SA donnée 
de position ; donc ($53) le lieu des points Y est une droite donnée de position. 

Construction. Qne le rapport donne' de X'Y à XX' soit égal au rapport 
de a à 6; et que le rapport donne' de XX" à X"’2v soit égal au rapport de b à e. 
Soit déterminé le lieu des points Y, tels, que menant à SA une parallèle qui 
rencontre SA' et SA" en Z' en Z" , le rapport de YZ' à YZ" soit égal au 
rapport de « à c ; ce lieu est aussi le lieu cherché. Savoir, si par un point Y de 
ce lieu on a mené une droite YXX'X" de manière que X'Y ;XX — »'b ; ou a 
aussi XX": X"Y=b;c. 

Démonstration. Par supposition X'Y:XX'=a:b ; mais , X'Y:XX'=Z'y;SXj 
donc, Z'Y : SX =a : b. 

Mais, par supposition Z"Y : Z'Y = c : a. 

Donc, Z" Y : SX = c : b. 

Mais, Z" Y : SX = YX": XX". 

Donc, YX" :XX" == c : b. 

ou, XX" : YX" = b : c. 

* • 

Remarque 1 .” Les droites menées de différons points de SY de manière à 
satisfaire à la question , sont parallèles entr’elles. 

En effet ; YX : SY = ain. YSA : sin. X 

SY : YX'=sin. X' : sin. YSA' 

Donc , YX : YX'= sin. YSA sin. X' : sin. YSA' sin. X 

=SXsin. YSA : SX' sin. YSA'. Long, le rapport SX : SX' 

est constant. 

Remarque 2 .' Soient YP, YP' , YP", respectivement perpendiculaires 
à SA, SA', SA". 

YP. . . .-j . . . — YX sin. X 

YP' = YX' sin. X' = YX' sin. (X-ASA' ) 

YP"= YX"sin. X"!= YX"sin. (X-ASA"). 

Ce 
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» r P • Y 

OU =stn.X 
Y P' 

=sin. (X-ASA') 

YP" 

= sin. (X-ASA") 

YP YP 1 • YP" 

De là , y-jç sin. A'SA" — yÏC sln ' "I" Y X' 7S ' n ‘ °- 


sin.YSA. 1(01 „ sin. YSA’ . ioi»i sin. Y S A" . iel/ 
ou , — — s»n- A SA" — - - y ^ — sin. ASA -j- — y y„ — un. ASA = o. 

VT yx 

yjT„sin. ASA' sin. ASA" — y-, fin. ASA' sin. ASA" 
VY vv 

un. A'SA" - y — , sin. ASA" cos. ASA' -f- y^„ fin. ASA' cos. ASA" 


Delà; tang. YSA= 


F*®. 3g. Second cas. Que les droites données de po&ilion ne se coupent pas en un 
même point. N 

Soient A, A', A", les points de section de trois droites AA', A' A", A"A, 
données de position. D’un point Y soit menée une droite qui rencontre les 
droites données dans les points X", X et X' respectivement. Que les parties de 
celte droite YX , YX', Y’X" , comprises entre le point Y et les points d* 
section , soient entr’elles dans des rapports donne's ; ou demande le lieu des 
points Y. 

Analyse. Par Y soit menée à l’une des droites données de position telle 
que AA’ une parallèle, qui rencoutre les deux autres A" A’, A"A en Z et 
en Z' respectivement. 

Puisque le rapport de X'Y à X"Y est donné ; aussi, le rapport de X'X"à X'Y 
est donné ; mais, X'X"tX'Y==AX":Z'Y ; donc, le rapport de AX" à Z'Y est 
donné; soit ce rapport égal à celui de AA' à une droite AB , laquelle soit 
portée sur AA' de A en B ; et par B soit menée à A" A une parallèle , qui ren- 
contre A" A' en C et Z'Z en V; puisque AX" : Z’Y = AA' :Z'V; 
A'X" ; VY= AA' : AB. 

De même; puisque le rapport de XY à X"Y est donné; le rappoit de 
XX" à XY est aussi donné ; mais XX'':XY = A'X":ZY ; donc , le rapport 
de A'X" à ZY est donné; soit ce rapport égal à celui de A'A à une 
droite A'B' laquelle soit portée sur A'A de AI en B'. Des deux propor- 
tions A'X" : VY = AA' : AB 

Z Y : A'X"= A'B' : AA' ; on tire 

ZY ; VY = A'B' : AB ; mais , les droites CB , CA' , sont données 


/ 
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de position , et la droite YZV est parallèle à une droite AA' donnc'e de 
position ; donc (J 33 ) , le point Y est à une droite menée par C donnée de 
position. 

Construction. Soit change le rapport donné de X'X" à X'Y , dans celui 
du côté AA' à une droite AB, laquelle soit ponce sur AA' de À en B. Par B 
soit menée à AA" une parallèle qui rencontre A' A" en C. Suit aussi changé 
le rapport de XX” àXY, dans celui de AÀ' à une droite A'B'. Puis (J 53), 
aoit déterminé le lieu des points Y , tels , que menant par Y une parallèle à AA' 
qui rencontre A" A! cl BC en Z et en V , le rapport de YZ à YV soit égal au 
rapport de A'B' à AB ; ce lieu est le lieu cherché. 

Démonstration. Il faut prouver que si par un point Y de L droite trouvée 
on mène une droite qui coupe AA', A' A" , A"A , dans les points X", X et X' 
respectivement ; et si on a fait X'X" : X'Y —AA' : AB ; on aura aussi 

XX" :XY==AA':A'B'. 

Par supposition ; X'X" : X'Y = AA' : AB 
Donc, AX" : Z'Y= AA' : AB 
et, A'X" : VY = AA' : AB; 

Mais, VY : YZ = AB : A'B' 

Donc, A'X" : ZY = AA' : A'B'. 

Mais, A'X": ZY =XX": XY. 

Donc, XX" : XY = AA' : A'B'. 

Remarque i.” Le lieu des points Y passe par le point C ; et le point C so 
détermine par la proportion , AA’ : AB = A" A' A"C. 

Remarque 9.* Par B' soit menée à A" A' une parallèle qui rencontre A" A en C’; 
et que YV rencontre B'C' en V' ; on aura de môme YZ' : YV’=AB : A'B' ; et 
AA' : A'B'= A" A : A "C. 

Remarque 3.* De là , A"C : A"C'= AB X A" A' : A’B' X A" A. 

Remarque 4.' Porisme. Soit un quadrilatère AA'CC' dont les côtés CA', C'A, 
se rencontrent en À". Sur un point Y d’un des côtés CC' soit menée une 
droite qui rencontre les autres côtés CA' A", C'AA", AA', en X , X' et X" res- 
pcctivcmcnl. On peut déterminer en même tems deux rapports , tels , que le 
rapport des parties de la droite menée , comprises entre ce point et deux des 
côtés restans , étant égal à l’un de ccs rapports : le rapport des parties de 1.x 
droite menée, comprises entre le même point et l’un de ces deux côtés et 
le troisième soit égal à l’autre de ccs rapports. Savoir; par C et par C' soient 
menées k AA" et A' A" des parallèles qui rencontrent AA' en B cl en B'; le 
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rapport de X'X" « X'V étant égal au rapport de AA' à AB; le rapport 
de XX" à X^ sera égal au rapport de A' A à A'B'. 

Remarque 5.’ Ou peut aussi ramener la recherche du lieu propose au § 36 , 
comme il suit. 

Soient YP, YP', YP", respectivement perpendiculaires à A' A", A"A, AA' ; 
ou a les équations suivantes. 

Y P" = YX" ain. X". 

YP' = YX' tin. X' = YX' sin. (X" -f- A) = YX' ( sin. X" cos. A -f cos. X" sin. A ). 
YP = YX sin. X — YX sin. fX"— A')=YX ( sin. X" cos. A'— cos. X" sin. A') ; 
desquelles ou obtient l'équation unique 

YP' _ YP . YP" 

Y^r sin. A'+ÿŸ s ‘ n- A ~ YX" s * n ‘ A ” ou 

Y P' sin. A'-f- YP x-^^-sin. A=YP"X sin. A" 

Or , les cociïiciens de YP', YP, et YP" sont donnes, donc (J 36 ) le lieu des 
points Y est uuc ligne droite. 

Remarque 6.* Ce dernier procédé s’applique en particulier avec succès au cas 
où les droites YX , YX’, YX", ne sont pas en ligne droite, mais font 
entr’ellcs au point Y des angles donnes. Que les angles XYX', X'YX", X"YX, 
soient désignés par y", y cl y' respectivement. Ou a les équations suivantes. 
YP" = YX" sin. X". 

YP' = YX' sin. X' = YX' sin. (A+y-4-X") 

YP =YX sin. X = YX sin. (y'-f-X" — A'); desquelles on obliefit l’equa- 
YP YP' YP" 

tion YX sin - ( A + ) )+Yx' sin - ( A ' — j')=YX" sin ( A "+î ^’ 

ou , YP sin. (A + y)+ YP'x |J-ti n .(A'-y')=YP"^ sin. (A" + y"). Or, les 

cocfficicns de YP , YP', YP", sont donnes; donc (J 56) le lieu des points Y est 
une ligne droite. 

Remarque 6.' On peut faire sur cette seconde supposition relative aux 
angles XYX', X'YX", X"YX, une remarque analogue à la quatrième, relative 
au cas où les points Y, X, X', X", sont en ligue droite. 

$ 53. 

Problème. Soit un quadrilatère dont un des côtes pris pour base est donné 
de grandeur et de position ; que le côte oppose à la base lui soit parallèle ou 
la rencontre en uu point donné. Que les points de rencontre des deux côtés 

atljacens 
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adjacens à la base et du quatrième côte soient à des droites donnc'es de position. 

On demande le lieu des points de rencontre des deux côtes adjacens à la base. 

Soit AXX'A' un quadrilatère dont la base AA’ est donne’c de grandeur et 
de position. Que le côté XX' opposé à la base, soit parallèle à la base ou la 
rencontre en un point donné B. Que les sommets restons X et X' soient sur des 
droites CS et C'S données de position qui se coupent en S , et qui rencontrent 
la base en C et en C'. Que les côtés AX , A’X' , se rencontrent en Y j ou 
demande le lieu du point Y. 

Analyse. Par Y soit menée à AA’ une parallèle qui rencontre CS et C'S en 
Z et en Z'. 

Premier cas. Soit XX' parallèle à AA'. Fie. 4i. t.* 

yz : ac = yx : ax= yx' : a , x'«=yz' : A'C'. 

donc, YZ ; YZ'= AC : A'C' ; donc le rapport de YZ 1 YZ' est donné. Mais, 
les droites CS, C’S, sont données de position, et la droite ZZ' est parallèle à 
la droite AA' donnée de position ; donc , le point Y est à une droite donnée 
de position ($ 53). 

Construction. Soit cherché le lieu des points Y de chacun desquels menant 
une droite parallèle à AA' et qui rencontre en Z et en Z' les droites CS et C'S, 
le rapport des parties YZ et YZ' soit égal au rapport de AC à A'C' ; ce lieu est 
aussi celui des points de rencontre des droites AX et A X'. 

Démonstration. Elle découle de l’analyse. 

Second cas. Que la droite XX' rencontre AA' en B, et qu’elle rencontre j i3 tll y 
en V la parallèle à AA' menée par Y. 

A cause du parallélisme de AA' et de ZZ'; ZY : VY = AC : AB 

VY:YZ =A'B : A'C' , 
donc, ZY: YZ' = ACxAB:A'C'xAB. 

Donc, le rapport de ZY à YZ' est donné; mais les droites CS et C'S sont 
données de position, et la droite ZYZ' est parallèle à une droite AA' donnée 
de position ; donc , le lieu des points Y est une ligne droite donnée de position 
(J 33). 

Construction. Soit déterminé le lieu des points Y, tels , que menant à AA' 
une parallèle qui rencontre en Z et en Z' les droites CS et C'S, le rapport de 
YZ à YZ' soit égal au rapport des rectangles AC X A'B et A'C' X AB ; ce lieu 
est aussi le lieu cherché. 

Démonstration. Elle découle de l’analyse ; comme il suit. 

Que le lieu proposé (qui passe par S) rencontre AA' en F. D’un point 
quelconque Y de SF, soient menées, YA qui rencontre CS en X, et YA' qui 

Dd 
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rencontre C'S en X' ; et soit menée XX’ qui rencontre A A'eu B'. J'aflïrtne que B 1 
Coïncide avec le point B. 

Par construction, YZ: YZ =ACx A'B : A'C’ X AB ; 

Or, comme dans l’analyse , YZ ; YZ’= ACx A’B' ; A’C’ X AB’. 

Donc AC x A'B : A'C’ X AB = AC X A'B' : A C' x AB’ 

Ou, A'B: AB= AB': AB' 

Donc, les points B et B' coïncident. 

Remarque 1 ". On détermine comme il suit le point F dans lequel le lieu 
proposé rencontre la droite AA’ 

SY ; SF = CF : ZY = C'F : Z' Y ; 

ou, CF ; C'F = ZY : Z'Y = ACx A'B; A'C'xAB ; donc, la position du 
point F est déterminée. 

Remarque 2 .* On détermine aussi comme il suit les angles que la droite SF 
fait avec les droites CS et C'S. En effet ; 

SC : CF = sin. F : sin. CSF 

C'F : SC' = sin. O'SF : sin. F ; donc 

SC X C'F : SC' xCF = sin. C'SF î sin. CSF ; et partant , on détermine le rapport 
, des sinus des parties de l’angle CSC'; et parlant, les angles que le lieu proposé 

fait avec les droites SC, SC'. 

Fio.4i.3. 6 Remarque 5." La proposition a lieu, non-seulement pour le point de ren- 
contre des côtés AX et A'X’ ; mais aussi , pour le point de rencontre des deux 
diagonales AX', A'X. 

Eu effet, que les deux diagonales AX', A'X, se rencontrent en T, et que la 
parallèle à AA' menée par y rencontre eh z et en z' les droites C-X et CX' , et 
qu’elle rencontre en v la droite XX' ; on a de même 
y z : yv= A'C î A'B 
yv ; yz’= AB : AC'; donc, 

yz : jz' = A'Cx AB : A'B X AC' ; parlant, le point y est à une droite donnée 
de position qui passe par S. Que cette droite rencontre AA' eu f, on a 
Sy :Sf=y*:Cf=y*':C'fj 
* donc, yz : yz’=Cf : C'f= A Cx AB : A'Bx AC'. 

Remarque 4.* En général , soient donnés les trois points dans lesquels un 
des côté» d’un quadrilatère est rencontré par les trois autres ; et partant (en 
particulier ) , soient donnes deux des sommets adjacens à ce côté. Que des 
quatre points de rencontre des trois autres côtés et des deux diagonales , deux 
de ces points soient à des droites données de position ; les deux autres points 
de rencontre sont aussi à des droites données de position ; et ces quatre droites 
partent d’ua seul et même point. 
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Scftolie. Le lieu que je viens de traiter ne se trouve pas dans l'ouvrage de 
Sim.son sur les lieux plans d’ÀPOl.LONlus ; mais, il est développe dans scs 
Ouvrages postliumcs (imprimés aux frais et par les soins de feu lord StanHOI’k); 
et il fait partie de son Traité des Porismes. Cependant ce sujet me paroîl appar- 
tenir immédiatement à la théorie des lieux géométriques. 

Simson traite fort au long plusieurs cas particuliers; j’ai cru devoir traiter 
immédiatement la proposition générale. Cet auteor me paroîl avoir omis un cas 
connexe à ceux qu’il a traités, en ne parlant pas du lieu des points de ren- 
contre des diagonales. 

Il paroîl par un fragment des Collections de Papfvs , que celle propriété 
des ligues droites relative aux quadrilatères, a été connue des anciens, et 
qu’ils l’avoienl même étendue aux figures rectilignes d’un nombre quelconque 
de côtés, ainsi que le fait Sim.son dans l'ouvrage déjà cité. Je vais esquisser 
Cette application générale par quelques exemples. 

Premier exemple. Soit AXX'X"A' un pentagone. Que le côté A* A soit pris 
pour base; que les sommets X, X', X" , non adjacens à ce côté soient à des 
droites données de position, qui rencontrent la base dans les points donnés 
C, C', C". Que les droites qui joignent ces sommets deux à deux rencontrent 
la base dans des points donnés ; j’affirme que les points de rencontre de ces 
droites sont à des droites données de position. 

Que les droites XX', XX" rencontrent AA* en B et en b , cl que X'X" ren- 
contre AA' en B'. 

Chacun des quadrilatères AW'A', B X'X" A', B'X'XA, est dans le cas de 
la proposition principale ; donc, la proposition est vraie pour les points de ren- 
contre de leurs côtés et de leurs diagonales. 

Second exemple. Soit AXX , X"X'"A' un hexagone dont le côté AA' est pris 
pour base. Que les sommets X, X', X", X'", soient à des droites données de 
position. Que les droites XX', XX", XX'", X'X", X X'", X"X'", rencontrent 
la base dans des points donnés , B, b, b’, B', £', B" ; j’affirme que les points de 
rencontre des côtés et des diagonales de cet hexagone sont aussi à des droite» 
données de position. 

En effet , chacun des pentagones AXX'X"A' , ÀXX'X'"A\ AXX"X'"A', 
AX X"X'"A', BX'X"X'"A', AXX f X"B" , est dans le cas du second exemple. 

On passe de même de l’hexagone à l’heptagone , puis à l’octogouc , et géné- 
ralement d’un polygone d’un certain nombre de côtés au polvgon* d’un nombre 
de côtés plus grand d’une unité. Oa a donc généralement la proposition 
suivante. 


F10. 4 a. 
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Soit un polygone dont un des côtes est pris pour hase ; que les sommets non 
adjaccns à ce côté soient à des droites donne'cs de position. Que les droites 
qui joignent ces sommets deux à deux rencontrent la hase en des points donnes 
( ou lui soient parallèles). Les points de rencontre de ces droites deux à deux 
sont aussi à des droites données de position. 

Remarque. Le nombre des côtés de la figure étant n , le nomhre des som- 
mets non adjacens à la base est n- a, et le nombre des droites qui joignent ces 


sommets deux à deux est X-— — » ou n-5. f nombre triangulaire. 


$. 54 . 

’ Problème. Soient deux droites données de grandeur et de position sur une 
même droite. D’un même point soient menées des droites aux extrémités des 
droites données. Que les angles formés par les droites menées aux extrémités 
d’une même droite soient égaux enlr’eux ; on demande le lieu de ce point. 

[Fio. 43. Soient AB, A'B' , deux droites données de grandeur et de position sur une 
même droite. Soit Y un point duquel on mène les droites AY, BY, A'Y, B’Y ; 
que le» angles AYB , A'YB', soient égaux entr’eux ; on demande le lieu des 
points Y. 

Lemme. Lorsque deux triangles ont un angle commun , leurs surfaces sont 
enlr’elles comme les excès de la somme des carrés des jambes de l’angle commun 
sur le carré du côté opposé. 

Je supprime la démonstration comme très-facile. 

Analyse du problème proposé. Soit AB coupée en deux parties égales an 
point C , et soit A'B 1 coupée en deux parties égales au point C'. 
AY 3 -j-BY 3 =aCY 3 +aCA 3 ; et AY 3 -f BY' 3 — AB 3 = a(CY 3 -CA 3 ). 

de même A'Y 3 +B'Y 3 — A'B' 3 =a (C'Y 3 -C'A' a ). 

Donc, AYB : A'YB'=CY 3 — CA 1 :C'Y a — C’A' 3 . Mais, les triangles de même 
hauteur AYB, A'YB', sont enlr’eux comme leurs bases AB, A'B'. 

Donc, CY a — CA 3 : C'Y 3 — C'A’ a = AC : C'A' ; donc (J 46), le lieu des points Y 
est une ligne droite ou une circonférence de cercle suivant que AC et A'C' sont 
égales ou inégales entr’elles. 

Construction. Soient AB et A'B' coupées en deux parties égales dans le» 
points C et C' ; puis ( $ 46 ) soit déterminé le lieu des points Y desquels menant 
les droites CY, C'Y, aux points Cet C', le rapport de CY 3 -CA 3 à C'Y 3 -C'A' 3 soit 
égal au rapport donné de CA à C'A' ou de AB à A'B' , on obtient le lieu 
«herclié. 

Démonstration. 
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Démonstration. Puisque 2 CY 3 -f aAC* = AY' 3 -J- BY’ , 
et aCY*-f flA'C'* = A'Y® -j- B'Y 3 , 

AY 3 -f BY 3 — AB 3 = a(CY 3 — AC 3 ) 
et A'Y* + B'Y 3 — A'B' 3 = a (C'Y 3 — A'C’ 3 ). 

Donc, (AY' 3 4-LY’-AB 3 ): (A'Y 3 +B'Y 3 — A'B' 3 )=(CY 3 — AC 3 ) : (C'Y’-À'C' 3 ). 

=,- AC : MC 

= AYB : A'Y'B ; 

donc (lemmc) les angles AYB, A'YB', sont égaux entr’eux. 

<5 55 . 

Problème. Soient des droites qui se coupent en un même point données de 
position , de manière à couper en parties égalés la quantité' angulaire autour 
de ce point. D’un même point soient abaissées sur ces droites des perpendicu- 
laires. Que la somme des carres de ces perpendiculaires soit donne'e de gran- 
deur. Qji. demande le lieu de ce point. 

Que le point de section des droites donne'es soit désigné par S. Que le point 
duquel on abaisse les perpendiculaires soit désigné par Y > et que les pieds des 
perpendiculaires soient désignés par p. 

Analyse. Les points p sont à la circonférence d’un cercle dont SY est le 
diamètre; et dans ce cercle les points p sont les sommets d’un polygone régu- 
lier , dont le nombre des côtés est égal à celui des droites données. Soit ce 
nombre n. On a ( ÿ 38 ) ;/. Yp 3 = anX ; SY' 3 ; ou a/. Y’p 3 = n SY' 3 . Savoir , le 
double «le la somme des carrés des perpendiculaires abaissées d’uu point sur les 
droites données, est égal au carré de la distance de ce point au sommet commun, 
répété autant de fois qu’il y a de droites. 

Parlant , la somme /. Yp 3 étant donnée de grandeur, le point Y' est à la 
circonférence d’un cercle dont SY est le rayon. 

Construction. Soit partage l’espace donné de grandeur en parties égales 
dont le nombre soit égal à celui des droites données. Qu’une de ces parties 
soit convertie en un carré. La droite SY est égale au côté d’un carré dont le 
carré de la diagonale est égal à l’une de ces parties. 

Démonstration. Elle découle de l’analyse. 

Application. Sp 3 + Yp 3 = SY 3 
Donc , a /. Sp 3 1 a/. Yp 3 =anSY 3 . 

Mais, a/. Yp’= n x SY*. 

Donc, a/ Sp* = n SY*. v 

Partant, le lieu correspondant à la somme donnée de grandeur /. Yp* , 
satisfait aussi à la somme donnée de grandeur J. Sp*. 

Ec 


/ 


Fig. 44. 
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S 56 . 

Problème. Soit un polygone régulier donne' de grandeur et d’espèce. D’un 
même point soient abaissées des perpendiculaires sur les côtés de ce polygone, 
et soit prise la somme des carre's de ces perpendiculaires. Que cette somme soit 
égale à un espace donne de grandeur ; ou demande le lieu du point duquel 
les perpendiculaires sont abaissées. 

Que le centre du polygone soit désigné par S ; que le point duqurl on abaisse 
les perpendiculaires soit Y. Que ces perpendiculaires soient désignées par YP. 
Que le rayon du cercle inscrit soit SA = r; et que les perpendiculaires abaissées 
du point Y sur les rayons menés à tous les côtés du polygone soient Yp. 

Premier cas. Que le nombre des côtés du polygone soit pairs/}; 

La somme des carrés des perpendiculaires abaissées sur deux côtés opposés 
parallèles est a (r’-t-Sp’); on a donc, 

/YP 3 c=anXrM-a/Sp\ Or ($55) a/. Sp’=nSY*. 
donc , /. Y'P* ss an X r*-f- n SY' 1 ; 
a/ YP* = 4nXr’+3D SY *. 

Second cas. Que le nombre des côtés du polygone soit impair. 

YPM-Yp*= TA*. Donc, a J. Y'PM- a/.Yp J = a/. YA J 

Or, a/. Yp a =nxSY’($55) 
et , /. YA*= n X SAM- n X SY* ( $ 58 ) 

Donc , a /. Y' PM- u X SY 3 = a n X SAM- a n X SY’’. 
a/.YP* =anXrM-nXSY\ 

Parlant, dans l’un et l’autre cas, le double de la somme des carrés des 
perpendiculaires abaissées d’un point Y r sur les côtés d’un polygone régulier , 
«st «gai à la somme du carré du rayon du cercle inscrit, pris deux fois aussi 
souvent que le polygone a de côtés; et du carré de la distance de ce point au 
centre pris aussi souvent que le polygone a de côtés. 

Partant , dans l’un et l’autre cas , lorsque la somme des carrés des perpendi- 
culaires est égale à un espace donné ; le lieu des points Y' est la circonférence 
d’un cercle donné concentrique au polygone. 

Construction. Du double de l’espace donné soit retranché le carré du rayon 
du cercle inscrit pris deux fois aussi souvent que le polygone a de côtés. Soit 
divisé le reste en parties égales dont le nombre est égal à celui des côtés du 
polygone. Le lieu des points Y est la circonférence d’un cercle concentrique 
au polygone , et dont le carré du rayon est égal à l’une de ces parties. 

Démonstration. Elle découle de l'analyse. 
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Remarque l.” Le centre d’un polygone régulier est le point duquel abaissant 
des perpendiculaires sur ses côle's la somme de leurs carrés est la plus petite. 

Remarque a.* Soit un polygone régulier d’un nombre pair de côtés; les 
sommes des carrés des perpendiculaires abaissées sur les côtés alternatifs sont 
égales entr’elles. 

Remarque 3.' Soient deux polygones réguliers de même nom et concen- 
triques. D’un meme point soient abaissées des perpendiculaires sur les côtés do 
ces polygones. La différence des sommes des carrés des perpendiculaires abais- 
sées sur les côtés de chacun de ces polygones est constante; rl elle est égale à 
la différence des carrés des rayons des cercles inscrits à ces polygones , prise 
autant de fois que l’un de ces polygones a de côtés. 

Remarque 4.* Soient deux polygones réguliers de même nom et non-cohcen- 
triques. D’un même point Y soient abaissées des perpendiculaires sur tous les 
côtés de ces polygones. Que la différence des sommes des carrés de ces per- 
pendiculaires qui répondent aux deux polygoues soit donnée de grandeur. Le 
lieu des points Y est une ligne droite ( $ 37 ). 

Remarque b." Que les polygones proposés aient des nombres différons de 
côtés ; et que la différence (ou la somme) des sommes des carrés des perpendi- 
culaires qui répondent aux deux polygones soit donnée de grandeur ; le lieu des 
points Y est une circonférence de cercle. 

Remarque 6.* Celle propriété s’étend à un nombre quelconque de poly- 
goues réguliers, ayant des nombres quelconques de côtés (J38). 


CHAPITRE SECOND. 

v 

Application de l’analyse algébrique à la recherche des lieux à 
la ligne droite et à la circonférence du cercle. 

Dans le chapitre précédent , je me suis applique à suivre un procédé géomé- 
trique. J’ai développé chaque problème particulier par la méthode qui m’a paru 
la plus propre à en donner la solution ; et à montrer la liaison qui règne entre 
une proposition composée et les propositions plus simples auxquelles elle peut 
cire ramenée. Je me propose d’appliquer au même sujet la méthode algébrique, 
plus générale , et plus cultivée par le plus grand nombre des mathématiciens 
modernes , principalement par ceux du continent. 
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Il seroit trop long de développer de nouveau par celte méthode chacune des 
propositions particulières qui ont fait l'objet des recherches precedentes. Je crois 
devoir me contenter de l’appliquer à quelques-unes dVutr’elles prises parmi les 
plus importantes. Il me paroîl cependant convenable de rappeler en abrège 
les principes généraux sur lesquels celle méthode est Ibude'e , en tant qu’ils 
sont intimement liés avec le sujet que je traite. Ces principes ont été développés 
en détail par plusieurs mathématiciens modernes , depuis Di-SCAUTEs jusqu’à nos 
jours. Voyez cnlr’antres les ouvrages d’Eui.Kit , de CttAMKH , deLAGltANCE, 
de niûpiTAL, d« Monge , de Riot, de La Choix , de Poissant, de Gaunieu. 

5 5 7 . 

Soit une droite menée arbitrairement sur un plan regardée comme donnée 
de position ; et soit un point pris sur celle droite regardé comme fixe. La 
position de tout autre point sur ce plan peut être déterminée , par la grandeur 
de la perpendiculaire abaissée de ce point sur la droite donnée de position , et 
par la grandeur du segment que cette perpendiculaire retranche de la première 
droite , à compter depuis le point lixe pris sur elle. 

La droite menée arbitrairement est appelée Axe; les perpendiculaires abais- 
sées sur l’axe sont appelées Ordonnées. Les segtuens retranchés de l’axe par 
les ordonnées, à compter depuis le point fixe, sont appelées Abscisses ; le 
point fixe est appelé Origine. 

De l’origine soit élevée à l’axe une perpendiculaire. On peut substituer aux 
abscisses comptées sur l’axe les perpendiculaires abaissées sur cette seconde 
droite. Que celte seconde droite soit prise pour un second axe. Les perpendi- 
culaires abaissées sur ces deux axes , ou les abscisses qui en sont retranchées , 
sont appelées coordonnées. 

En laut que les coordonnées sont variables , on a coutume de désigner les 
abscisses par x et les coordonnées par y ; ou , ce qui revient au même , on a 
coutume de désigner les coordonnées par .y et par x respectivement. Les axes 
sont aussi appelés les axes des .r et des y ; savoir, on appelle axe des x celui 
duquel les ordonnées retranchent les abscisses x ; et Oh appelle axe desj' celui 
duquel les ordonnées retranchent les abscisses y. 

Pour abréger , on désigne souvent un point par ses coordonnées seulement. 
Ainsi , on appelle xy le point dont l’abscisse est x , et dont l’ordonnée est y, 
ou dont les coordonnées sont x et y. 

Ce qui a été dit sur les axes perpendiculaires l’un à l’autre, et partant sur 
les coordonnées rectangulaires , peut s’appliquer aux axes obliques l’un à l’autre j 

» et 
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et partant, air» coordonnées obliques respectivement parallèles à ces ânes. Mais, 
à moins que je n’en avertisse expressément, je supposerai les axes , et parlant 
aussi les coordonnées , rectangulaires. 

$ 58 . 

Soient deux points déterminés par leurs coordonne'es. On peut déterminer 
dans ces coordonne’es , tant la distance de ces deux points , que la position , 
relativement aux axes, de la droite qui les joint. 

Soit SX l’un des axes, et soit S l’origine. Soient A et A' deux points de'ler- 
niine’s de position par leurs coordonnées AB et SB , A’B’ et SB’. Que A’a 
parallèle à SX rencontre en a l’ordonnée A B. 

AA'*=A»*-J-A'a*= ( AB-A'B' )’-+-(SB'-SB)'. 

Soit SB=a, AB=b; SB'=a', A'B'^b'. AA' 3 =(a'-a)*-4-(b-b')\ Savoir,' 
le carré de la distance de deux points est égal à la somme des carrés des dilfé- 
rences de leurs coordonnées correspondantes. 

Soit b = b’; la droite AA’ est parallèle à l’axe SX, et AA’=BB'=a’ — a. 
Soit a=n' ; AA'=AB — A'B'=b — b’, 'la droite AA' est perpendiculaire à 
l’axe SX. 

Que AA’ ne soit ni parallèle nî perpendiculaire à l’axe SX , de manière que 

ni l’une ni l’autre des droites Aa , A'a , ne soit zéro ; l’angle que AA’ fait 

Aa h -b* A’a a’-a T 

avec ba a pour tangente =-/ — ; et pour cotangentc — j— -g». .Lorsque 

b=b’ ; l’angle que AA' fait avec SX est zéro , ou AA' est parallèle à SX. 
Lorsque a=a'; le complément de l’angle que AA’ fait avec SX est zéro ; et 
partant, cet angle est droit; et AA' est perpendiculaire à SX. Que Aa et A'a 
ne soient ni l’une ni l’autre zéro; et soit C le point de rencontre de AA' et 

de SX ; Aa : A'a = AB :BC; BC = b x ~?r; SC=a+bx £=£= 

b-b b-b b-b 

Lorsque SC ^=o; sans que b soit égale à b' ; a : a'=b : b' ; soit b— b', la droite 
AA' ne rencontre pas SX; et l’impossibilité de cette rencontre est indiquée par 


le signe 


■ ; la distance inassignable SC est dite infinie. Mais, si b et b' sont 


l’une et l’autre zéro , l’expression de SC est " ou le signe de l’indétermination ; 
les points A et A' sont l’un et l’autre sur l’axe SX , la droite AA' convient avec 
cet axe ; et parlant, chacun des points de cet axe est un point de rencontre. 

Soit a=a'; SC = a Xg-j~r= a ; la ligne AA' est perpendiculaire à l’axe SX* 

Ff 


Fxo. 45. 
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S 5g. 

La position d’une ligne droite est aussi déterminée par la position et par la 
grandeur de la perpendiculaire abaissée sur elle depuis un point fixe , par 
exemple depuis l’origine. 

Fio. 46. Soit AA’ une droite sur laquelle on abaisse depuis l’origine S, une perpen- 
diculaire SD ; que cette perpendiculaire fasse avec l’axe SX des x , un angle 
DSX=a ; soit YX perpendiculaire à SX. Dans le rectangle dont SX et XY 
sont les jambes de l’angle droit ; on a (J 3, cor. 5.*) , 

SX cos. DSX-f-XY sin. DSX=SY cos. TtSD=SD; soit SD = d; à chacun 
des points xy de la droite AA' re'pond l’e'quation , x cos. «4-y sin. «= d. 

Celte équation peut-être rendue indépendante de la doctrine du centre des 
moyennes distances sur laquelle repose le cor. 3.* du ÿ 3 , comme il suit. 
Soit Xx perpendiculaire à SD. Sx = SX cos. DSX=xcos. «; Dx=XY sin. YXx 
s= y sin. «j or, SD = Sx -H Dx ; donc , x cos. a 4- y sin. a s=s d. 

L’e'quation x cos. a -4- y sin. a — d ; est appele'e l'équation (le la droite AA' , 
en tant que cette ligne est dêlermine’e par la perpendiculaire d abaisse'e sur elle 
depuis l’origine , et par les angles que cette perpendiculaire fait avec les aies. 
En général l’équation d’une ligne est l’équation qui exprime la relation qui a 
lieu entre les coordonnées de chacun des points de cette ligne. 

Exemple. Soient a et b les coordonnées du centre d’un cercle dont le 
layon est r ; soient x et y les coordonnées d’un point de la circonférence de 
ce cercle. Le carré de la distance de ce point au centre du’cercte est (x-af+fy-b;* 
($ 58) ; partant, l’équation de la circonférence du cercle est (x-a) 3 -f-(y-b) , =rr. 
Dans cette équation , soit a = o,b = o,ou que l’origine soit au CGntre , 
l’équation de la circonférence du cercle rapportée à son centre est xx-f-yy— rr. 

Dans l’équation de la ligne droite x cos. «+y sin. «=d, soit i=o, y=*= d cosec. «; 
c’est la distance de l’origine au point où la droite proposée rencontre l’axe des_y; 
de même, soity=o, x — d sec. * : c’est la distance de l’origine au point où la 
droite proposée rencontre l'axe des x. Item , l’angle C que la droite proposée 
fait avec l’axe des x est le complément de l’angle que la perpendiculaire SD 
fait avec le même axe. L’abscisse correspondante au point D est d cos. »; et 
l’ordonnée correspondante au même point est d sin. a. 

§ 6o. 

On peut ramener à l’équation x cos. <t -+• y sin. « = d , l’équation de la ligne 
droit» eu tant qu’elle est déterminée par deux (Je ses points. Soient a et b les 
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coordonnées d’un de ce» point» , soient a' et b ' les coordonnées de l’autre do 
ces point». Ou doit avoir le» deux équations a cos. * + b sin. a = d 

a' cos. a -(- b' sin. « = d ; donc , 
a'- a 

. cos. « (a-a'} + sin.* (b-b') = o ; tang. « = 


SIR, et = 


a'- a 


: K( ( a-a' )* + ( b-b' )*) * C0 *' “ { a-a? + ( b-b')* ) ’ 


b-b' 


a(b-b') — b(a-n') a’b-ab' 

v\ (Tv / + (b-br)) _ K(T*-ar -j- (b-bT )" 


Partant, l’e'quation de la ligne droite qui passe par les points 

, „ , v b-b' a'-a a'b-ab' 

a ,et. î estI X ^( (a -ar+ ( b-b')*) + ^( ( a- a ? +( b-br) K((a-a'/ + (b-b')‘)' 


$ 6i. 

Soit une droite déterminée par son équation ; et soit nn point déterminé 
par ses coordonnées. On demande la grandeur de la perpendiculaire abaissée de 
ce point sur cette droite. 

Soit x cos. * -f- y sin. « = <1 IV'quation de la droite; et soient a et b le» 
coordonnées du point donné. Du point ab soit menée une perpendiculaire sur 
la droite d abaissée de l’origine perpendiculairement à la droite proposée. Le 
segment qu’elle en retranche depuis l’origine est a cos. <t -J- b sin. a. Or , la 
perpendiculaire abaissée sur la droite depuis le point ab est la somme ou la 
différence de ce segment et de la perpendiculaire d abaissée depuis l’origine ; 
donc, la grandeur de la perpendiculaire abaissée sur la droite depuis le point ab 
est déterminée. 

l’ar l’origine soit menée à la droite AA' une parallèle <m' : si le point ab est 
entre AA' et la parallèle, la perpendiculaire à AA' est d — ( a cos.a-f b sin. a); 
ai aa 1 est entre le point ab et AA', la perpendiculaire à AA' abaissée depuis le 
point ab est d-}- (a cos. *-{- b sin. « ) ; si A A' est entre la droite aa’ et le point ab, 
cette perpendiculaire est a cos. a -J- b sin. * - d = — ( d-(a cos. *-}-/> sin. a ) }. 
Ce qui est conforme à la correspondance qui a lieu entre les changcmcns de 
signes et les ebangemens de directions. 


$ 6 *. 

Soient deux droites déterminées par leurs équations ; on demande de déter- 
miner leur point de seclioD , dans ses coordonnées , et dans l’angle formé par ce» 
deux droites. 
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Soient x cos. * -J- y sin. a — d 

x cos. a -{* y sin. a = d’ ; les équations de ces deux droites. 

Soient x et y les coordonnées de leur point de section ; on trouve 
_ d sin. d' — d' sin. a d’ cos. a — d cos. à 

X -i “ “ / i" r ■ ■ ■ î V — - / i " * " 

Sin. (a — aj * 5111. (a — a) 

L’angle des deux droites est le même que l’angle forme’ par les perpendi- 
culaires abaissées sur elles , depuis l’origine par exemple; i(,est donc la <li (Fri- 
re n ce ou la somme des angles que ces perpendiculaires font avec l’axe des x , 
suivant que ces deux perpendiculaires sont d’un même côte’ de cet axe ou des 
deux côtes du même axe. 

De là , on détermine les angles d’un triangle dans les coordonnées de ses 
sommets. En effet , ces coordonnées déterminent les équations de chacun de 
ses côtés. Mais , on peut aussi obtenir un de ces angles immédiatement dans ces 
Fi*. 47. coordonnées. Par un des sommets S soit menée line parallèle à l’axe des abscisses 
par exemple; soient A et A' les deux autres sommets desquels soient abaissées 
sur cette parallèle les perpendiculaires AU, A 'JJ’; soit SB— a, SB' = a'; 
AB=b, A' B'— b'. 


Ji-b' 

tang. ASB=-;lang.A'SB'=-[ ;lang.ASA '=— ‘JL 

° a’ 0 a” 0 .blé aa'-f-bb 

aa 


1 . ASA'= 


a'b — ali' 
y r ( (aa-j-lib) ( a' a' -j- _ l/b' ) ) 


; cos. ASA'= 


a'+bb 1 


K((aa-f bb)(a'a'-fb'b'y 


De là encore , on peut estimer la surface d’un triangle dans les coordonnées 
de ses sommets. 


ASA==ASB-f-ABB'A' — A'SB' 


2 ASA'= ab -+• ( b'+b) ( a'-a ) — a'b'= a'b — ab'. 

Dans ces expressions; les droites AB, A B', SB, SB' , sont les différences des 
coordonnées du sommet S cl des coordonnées des sommets A et A'. 


$ 65 . 


Soient trois droites dont on connoît les équations. On peut déterminer les 
parties de chacune de ces droites comprises entre les deux autres , et la surface 
du triangle qu’elles comprennent. 


Soient 
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Soient AA', A' A", A" A, trois droites déterminées par leurs équations. 

Equation de AA' i cos. a"-}- y sin. a."— d" 

. . . . A' A" i cos. s -fysin. a =d 

.... A"A x cos. a' -|- y sin. à = d'. 


Coordonnées de A 
.... v A' 

A" 

x — x'=sin. «"X 


d" sin. a'- d' sin. a" 

■ • V ’ 

d' cns. a" — d" en». a r 

sin. (a r -a") 

y J 

sin. ( a! -cl* ) 

, d" sin. a-dsin. a" 


(1 cns. et u — rl^cos. * 

sin. (a-a") 

y y ■ 

sin. (a-a") 

„ d sin. a'- d' sin. a 

. v " 

d cns. a' — d' cos. a 

sin. (a-a! ) 

y y 

sin. (a-a') 


d"sin.(a-a'l -j- d'sin.(a"-a) -(- d sin.fa'-a") 
sin. ( J -*') sin. (a-a") *' 


, „ d"sin .(«-a') 4- d'sin. (a"-a) 4- d sin.(a'-a") 

y- \ — Cos. et X • < -, — rrr~- 7 // \ • 

J sin. (a -* Jsm.(ct-a J 

„ ,, . 4 . d"sin.(a-«') d'sin. («"-«) 4- il sin. (a’- a") 

De la , AA — • j-f — „y n\ • 

Sin. (a -a ) MU. (a- a ) 

. , . „ d"sin. (a-a'1 -{- d' sin. (a"- a) -j- d sin.(a'-a") 

sin.(a-a)sin.(a"-a) 

.„ . d"sin. (a-a') -f d'sin. (a' -a) -j- d sin. (J -a") 

A A — . — -, n — = — , n . . 

sin. (a-a) sin. (a -a) 

Les rapports des trois côte's AA' , A' A" , A"A , sont ceux de 
sin. (a-a'), sin.(a'-a"),sio. (a"-a'). 

De là encore , le double de la surface du triangle est 
( (d"sin. (a-a’)j-d'sin. (a"-a) -f- d sin. (a'-a")) a 
sin. (a-a')Xsin.(a'-a")Xsin. (a"-a) 

§ 64 . 

Problème. Soit un cercle donne de grandeur et de position , par la grandeur 
de son rayon et par les coordonnées de son centre ; soit aussi une droite déter- 
minée par son e'qualion. On demande de déterminer la position de cette droite 
relativement au cercle; et en particulier on demande de déterminer (dans leurs 
coordonnées) les points (s’il y a lieu) dans lesquels celte droite rencontre la 
circonférence de ce cercle. 

Soit x cos. a -j- y sin.a = d , l'équation de la droite. 

Soit ( x-a) a -f (y-b)“ =rr ; l’équation de la circonférence. Soient x et y les 


Digitized by Google 


ii8 ÉLÉMENS D’ANALYSE GÉOMÉTRIQUE 

coordonnées d’un des poinls de rencontre. Soient résolues ces deux équations 
en traitant x et y comme inconnues ; on obtient 

y=b -J- (d-a cos. a-bsin. a) sin.«+ cos. « }/'(rr-(d-a cos. «-b sin, a) 1 ) 
x— a -f- (d-a cos. a-bsin. a) cos. sin. aJ/'( rr-(d-a cos. a-b sin. a) 3 ). 

Or, d-a cos. a — b sin. a est la perpendiculaire abaissée du centre sur la droite 
donnée de position; partant, pour qu’il y ait lieu à la rencontre de la droite 
donnée de position et de la circonférence , la perpendiculaire abaisse'e du 
centre sur la droite ne doit pas être plus grande que le rayon. Si cette perpen- 
diculaire est plus petite que le rayon , il y a deux points de rencontre , ou la 
droite est sécante. Si cette perpendiculaire est égale au rayon , ul y a un seul 
point de rencontre et la droite est tangente. Si la perpendiculaire est plus 
grande que le rayon , il n’y a aucun point de rencontre, mais la droite est 
toute entière hors de la circonférence. Que l’origine soit au centre du cercle; 
a = o, b = o; y=dsin. «•+; cos. a\f (rr-dd). 

i = dcos. siu. a (rr-dd). 

On détermine de même les positions mutuelles de deux cercles, dont les gran- 
deurs sont données par celles de leurs rayons, et dont les positions sont données 
par les coordonnées de leurs centres. Soient a et b les coordonnées du centre 
d’un des cercles , soit r son rayon; soient a’ et b' les coordonnées du centre de 
l’autre cercle , soit r' son rayon. Soient * et y les coordonnées d’un des poinls 
de rencontre (s’il y a lieu) des deux circonférences. On a les deux équations, 
(x-a )”-f (y-b )’=rr 

(x-a'} 1 -)- (y-b’)*= rV ; par lesquelles on peut déterminer x et y. 

§ 65 , 

De même qu’une ligne droite est déterminée par deux points , une circon- 
férence de cercle est déterminée par trois points. Soient ab , a'b', a"b'' , trois 
points donnés par leurs cordonnées ; soient x et y les coordonnées du centre 
du cercle qui passe par ces trois points , et soit r son rayon. On a les trois 
équations , 

( x-a )’-j- ( y-b f=rr 
(x-a')’+(y-b’)'=rr 

( x-a'V -f- (y-b") a =rr; au moyen de ce» trois équations on pent 
déterminer les trois inconnues *, y t r. 

.! , .*5- II'*.. 


Digitized by Google 


ET D’ANALYSE ALGÉBRIQUE. 

b (a'V'-aV) 


Ou trouve , a x — 


(b'-b) (b"-b) (b'-b") + l/ (aa-a" a ") 
b" ( a'a'-aa ) 


b( a "- a ') + b'(a- a ")-f b" (a'-a) 

a (b"b"-b'J/) 

(a'-a) (a"- a) (a'-a"j -f- a' (bb-b"b") 
+ a"lb'b'-bb) 


a y 


ax-3a = • 


ay-ab= 


a(b"-b')-f- a '(b-b")-|- a "(b'-b) 

-f b (a"-a') ( a"- a a a r ) 
(b'-b) (b"-b) (b'-b")— b'(a-a")’ 

+ b"(a'-a)’ 

b (a"-a')-)-b'( a -a")-{-b"( a '-a) 

-(-a (b"- b') (b"- a b -f b') 
(a'-a) (a"-a) (a'-a")— a'(b-b") s 
+ a" (b'-b) 1 


a(b"-b').j-a'(b-b'')-f a ''(b'-b) 


ï 1 » 


De même soient données les équations des trois côle's d’un triangle ; on de- 
mande le cercle qui touche ces trois côtes. 

Que las équations des trois côtés soient s 
x cos. « -f y sin. * = d 
x cos. a’ -{- y sin. a* = d’ 

x cos. «" -f y sin. a" = d". Soit r le rayon du cercle inscrit au triangle j. et 
soient xety les coordonnée» de son centre. On a les trois équations, 
x cos. a -}- y siu. * - d = r 
.r cos. a -j- y sin. a - d' = r 

x cos. a" -f y sin. d"= r ; au moyeu desquelles on peut déterminer les 
inconnues x , y, r. 


On trouve : r: 


d sin. («"-«’) -f d’ sin. («-«") -[- d"<in. la -a) 
sur. (*-« )-jrain. (•-« )-|- sin. («"-*) 


d sin. ( 


a”-*’* -j- d’ sin. («-«”) d" sin. (a— a) 

(I If I 

, . a -et • a -et cc-et 

‘k SUU — 5 — SIU. — i — 5111. — ÿ- 


Digitized by Google 


ÉLÉMENS D’ANALYSE GÉOMÉTRIQUE 


5 66 . 

, * / 

La formule fondamentale du $ 5g sert de base à la transformation des coor- 
données j savoir, à l'expression des coordonnées relatives à un axe proposé, 
dans les coordonnées relatives à un autre axe donné de position relativement 
au premier. 

Fie. 48. Soient SX et SX’ deux axes niene's par la meme origine S, faisant enlr’eux 
un angle donné XSX' lequel soit «. Soient Y I* et Y P' des ordonnées à ces axes, 
menées d’un même point Y. On a (J 6g) les équations , 

YP = YP’ cos. « 4- SP'sin. a YP’=YPcos. « — SPsin. * 

SP .c .-YF»,..** SI- =sr.m. , + YFsin... 

Ou peut aussi obtenir ces relations par les premiers principes de la trigono- 
métrie analytique , comme il suit : 

YP— SY sin. YSX=SY sin.(YSX’ + a)=SY(sin.YSX’ cos. « -j- cos. Y SX’ sin. «). 

= YP* cos. a -}- SP’sin. ot 

SP=SY cos. YSX=SY cos. ( YSX' -J- *)=-SY (cos.YSX'cos. «—sin. YSX'sin. «) 

= SP” cos. « — Y’P’sin. a. 


Exemple. Soit l’équation du cercle, rapporté à son centre pris pour origine 
par des coordonnées rectangulaires, yv-f-xx = rr. En conservant l’origine , soit 
un nouvel axe faisant avec le premier un angle a ; et soient^' et les coor- 
données d’un point de la circonférence rapporté à cc nouvel axe. 

On a y = v'cos. « -f- x’sin. « 

* t r • 

x = \ cos. « — y sin. * 

yy=yV cos. 3 a ax’y’sin. a cos. « -j-xVsin.*« 
xx —y' y' sin.’a — ax’y’ sin. a cos. a -f- xYcos.’a 
xx-fyy=yy -f-x'x’=rr. Parlant, l’équation du 

cercle est invariable, quels (pte soient les axes rectangulaires passant par le centre 
auxquels on rapporte les points de sa circonférence. 

On peut aussi exprimer les coordonnées obliques dans les coordonnées 
rectangulaires. 

Fio.4g. Soient YP et SP les coordonnées rectangulaires d’un point Y rapporté à 
l’axe SX. Soient Yp et Sp les coordonnées obliques du même point rapporté 
au nu-me axe. Soit l’angle YpS=<p. 

YP = Yp sin. ; Yp = YP cosec. <p. 

SP = Sp — Pp = Sp — Yp cos. ; et Sp =>= SP-f YPcot. 

Ce qui a été dit sur les transmutations des coordonnées rapportées à une 

même 
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même origine , s’applique aisément aux coordonnées rapportées à des origines 
différentes. Pour cela , il suffit de mener par l’une des origines une droite, 
parallèle à l’axe qui répond à l’autre origine , et d’altérer ( par augmentation ou 
par diminution ) les premières ordonnées de quantités égales aux coordonnées de 
la première origine. 

Après avoir exposé les principes de l’application de l’analyse algébrique à la 
géométrie , je vais éclaircir cette application par quelques-uns des exemple* 
qui ont été traités géométriquement dans le chapitre précédent. Je'crois devoir 
commencer par quelques-uns d’entr’eux pris parmi les plus simples et le* 
plus faciles. 

1 $. 67. 

Problème. Soient 'deux points déterminés par leurs coordonnées; on de- 
mande le lieu des points de chacun desquels menant des droites aux points 
donnés la différence de leurs carres soit égale à un espace S donné de graodeur. 
Soient ah, a’b’ , les points donnés. Soit xy un des points cherchés. 

Les carrés des distances des points ah, a’h’, au point xy , sont respecti- 
vement (x-a) 1 -}- (y-b) a et (x-a')’-j-(y-b')’ ( f 5*7 ) j partant , on a l’équation, 
(a-x)“ + (b-y)*- (a'-x)’-(b'-y/= S. 

(a-f a’-ax) (a-a’) (b -j- b’-ay) (b-b')=S. (. 

x fa-a') -f-y (b-b’) = ^i^-(a-a') j- (h-h') J S. 

Cette équation est celle d’une ligne droite. 

Pour rendre cette équation conforme à l’équation fondamentale de la ligne 
droite , x cos. a -|- y sin. « = d ; dans laquelle cos. * a -j- sin. ’ a = x ; soient 
divisés ses deux membres par y r ( (a-a')’ -}- (h-h’) 3 ) qui est la distance des deux 
points donnés ; soit cette distance cl. 

a-a' , b- h’ a 4- a' a-a' . h 4- h' b-h’ , S 

* x ~d- + y x "= , x — + a X ~d *d- 

a a r 

Or , —j— est le cosinus de l’angle que la droite qui joint les points donnés 
b-b' . a-a' 

fait avec l’axe des x ; — en est le sinus ; — est aussi le cosinus de l’angle 

que la perpendiculaire au lieu cherché fait avec l’axe des x y donc , la perpen- 
diculaire au lieu cherché est parallèle à la droite qui joint les points donnés ; 
donc, le lieu cherché est perpendiculaire à la droite qui joint les points donné* 
( Voycx J 37 ). 

Cette recherche peut être simplifiée , par des suppositions particulières sur 
les positions des axes et sur celle de l’origine. Soit l’axo des x sur la ligne 

Hh 
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ijui joint les points donnes , et soit l’origine au milieu de celle droite. Dans co 

• 8 S 

cas , b=0, b'— O , a—- a'. On 11X — ^ X -j- =o; 1== i X — i. Partant, 

l’abscisse x est constante, ce qui s’accorde avec le përpendicularismc du lieu 
clicrche’ à la droite qui joint les points donnes. 

En particulier , soit S=o ; ou que les distances des points cherclic's aux deux 
points donnes doivent être égalés eulr’cllcs; tao; partant, le lieu cherché est 
la perpendiculaire à la droite qui joint les points donnés cl qtu est élevée depuis 
son milieu. 

$ 68 . 

Problème. Soient deux droites qui se coupent données de position , et soTt 
un rapport donne'. On demande sur le plan de ces droites le lieu des points de 
chacun desquels abaissant sur elles des perpendiculaires elles soient eutr’elle» 
dans le rapport donné, lequel soit celui de mà m . 

Soit pris le point de rencontre de ces deux droites ‘pour l’origine des coor- 
données. Que les équations de ces deux droites soienty = x lang. <t, y=x tang. «. 
Soient y et * les coordonnées d’un des points cherchés. 

I.es perpendiculaires abaissées depuis les points cherchés sur ces droites sont 
respectivement 

y cos. «s — x sin. a, y cos. à — * sin. « ; partant, on doit avoir la proportion 

. , , . > j ,i m’sin.a — msin.«’ 

y cos. a — x stn. a', y cos. « — x sin. « = m.m : de la, y = iX — ? , 

J J lll COS. « — II) COS. a • 

Partant , le lieu cherché est une ligne droite qui passe par l’origine , cl qui fait 

... îii ni' sin. « — tnMn.a’ 

avec 1 axe des x un angle dont la lancéolé est — j 

° tu cos. « — ni cos. K 


De là , les tangentes des angles que le lieu cherché fait avec chacune des 

f - — ■*' ni' sin. (*-*) 

in — mcos. 


, . , . . ni sin. '.«-«) 

droites données sont respectivement — — n; » et 


m — mcos. («-*) 1 

Les carrés des sinus des mêmes angles sont respectivement 

mm sin.* («-«’ ) m'o/sin.’ 0k-« ) „ . , .. 

• 1 — TTi — 1 r Cl } , — 7— ,. Partant, le heu 

juin -a mm cos. (m-a jj-oini nuu- a mm cos. («-« ) -f- in m 

proposé fait avec les deux droites données de position des angles dont les sinus 

sont entr’eux dans le rapport donné. 

Remarque 1.” Soit maam'j y=* cos. ~~~î le lieu cherché coupe en deux 

parties égides chacun des angles de suite que font enlr’elles les deux droites 
données de position. 

Remarque a.' J’ai supposé que les points Y de chacun desquels on abaisse 
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de» perpendiculaires sur les droites données de position , sont situes d’un même 
côté relativement à ces droites. 

Que les points Y soient supposés situés des deux côtés opposés de ces droites. 

Les perpendiculaires abaissées sur l’une des deux droites , par exemple sur la 

seconde , changent de direction , son expression est * sin. a — ycos.a' ; et pour 

obtenir l'équation du lieu proposé, il suffit de changer le signe de m dans la 

, , m’ sin. a-m sin. a’ „ . . ni* sin. * 4 - m sin. a' 

Jormulc r=*X — i r » elle devient v = *X — > r. 

tu eus. a- m cos. a J ni cos. a -f- tli cos. a 

Les tangentes des angles que le lieu des points Y fait avec les droites donnée» 

carré» 

mm sin.* ( a'-u) 


... . m sin. («-«) m sm. (*-«) , 

de position sont respectivement — n , — ; : et ; — r-' — ri — les 

* tu -j- iu co». (a -à) ni -f m cos. (a -a] 


des sinus des mêmes angles sont respectivement : — ; 1 — r ~. — ; — -, , 

1 un ti -j- a mui cos. t« -a;-|- ni ni ’ 


et 


m'm’ sin.* fit- a) 


III III Mil. |(l ' R| T i , , . v 

; — 7 y-i — — , — r. Lorsque m = ni le heu des nom U 1 coupe 

mm -J- 2 tuin eus. -aj •)• iu ni # * • 

en deux parties égalés l’angle formé par les deux droites. 

$ 69. 

Tout étant posé comme dans le Ç précédent , on demande que la sbmtnc 
des rectangles des perpendiculaires abaissées sur les droites SA et SA' données 
de position , par les droites m et m' données de grandeur , soit égale à un 
espace S donné de grandeur. 

Les perpendiculaires abaissées sur les droites SA cl SA' sont respectivement 
y 00s. a-x sin. a, y cos. a'-x sin. et. On a donc l’équation y (ni cos. «c-j-n/cos. a') 
, . , , . 0 „ m sin. a+m'sin. a' . 1 _ 

— x (msin. a 4 - ru sin. a ) = S.y=x X — > > + 1 — , 1 S. 

1 J m cos. a q- tu cos. a m COS. a -j- m cos. a 

Le lieu cherché est une ligne droite , qui fait avec l’axe des x un angle dont la 

m sin. a 4 - m’ sin. a’ , . , , ... 

tangente est . — r - parlant, la grandeur de cet angle psi inde> 

° m co». a 4- m cos. a * 0 0 

pendante de l’espace Sj savoir, les lieux correspondons aux mêmes coefficiens 

m et m' sont parallèles cnlr’eux. 

La droit» qui est le lieu des points Y fait avec les droites SA et SA' des angles 

1 , . m'»in.f*-a) ni sin. (a 1 - a' . 

dont les tangentes sont , , -, — ( , —7-, , — Les carres des 

tu -j- m cos. {*-a) ni -J- ni cos. ^a -a.) 


sinus de ces angles sont 

1 r • 9 / t * 

ni m sm. r« -*) 


mm sin 3 (a'-al 


tu 111 -J- a mm cos. (a’-aj-|- ui'm' * mui -J - auiui' cos.\a -«; -j- m u» ' 
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Pour le point dans lequel le lieu des points Y rencontre l’aie, y=so, 

* — — : T- r X S. 

tu MU. « -j- 1U Mil. K 

Pour les points dans lesquels le lieu des points Y rencontre les droites 

SA cl SA' , on a respectivement 1 = — r^~"~rr S: x = — - P — ? _ £ 

ni siu. («-«; ni sin. ) 

si il. « „ sin. a ~ 

y ni'atii. («-«'J ’ ^ ni sin. (a.- J) 

Les distances de ces points au sommet de l’angle forme par ces droites , sont 

respectivement, — ■. — — - >, S, : — r. S; et partant, le rapport de ces 

• m siu. («-«) msiu. («-«J ‘ r 

distances est celui de m à ni'. 

S 70. 

Problème. Soient des droites SA , SA', SA''.... SA*'*, SA", qui se coupent 
en un même point S, données de position sur un plan. Soient m , m', ni", ni'".... 
m H "‘, m*, des droites correspondantes en même nombre données de grandeur. 
On demande le lieu des points Y de chacun desquels abaissant sur ces droites 
des perpendiculaires , la somme de leurs rectangles par des droites correspon- 
dantes données de grandeur , soit égale à un espace S donné de grandeur. 

Que le point S de rencontre des droites données de position soit pris pour 
l’origine. Soient a, . .. <**'*, a*, les angles que ces droites font avec 

l’axe des * ; et |que ces angles soient regardés comme allant successivement en 
croissant. Que les points Y soient regardés comme étant situés dans l’angle 
de suite du plus grand d'enlr’eux. Soient * et y les coordonnées d’un de ces 
points. Les perpendiculaires abaissées de ce point sur les droites dounées de 
position sont respectivement , 
y cos. a — x siu. * 
y cos. a — x sin. m 

tt • Il 

y cos. a — x sin. * 

m •_ 

y cos. * — x sin. « 


y cos. * K-1 — x sin. «*•*. 

Y cos. «* — x sin. «*, 

Partant , on a l’équation y X/. ni* cos. «* — x /. m* sin. «* = S. 

f m*sin. , 1 o 

y =x*7 — +7 — ; -o. 

• I ni" co«. a* 1 /. ni* cos. a" 


Le 
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Le lieu des points Y est une ligne droite qui fait avec l’axe des x un angle 
J. ni” sin. «” 


dont la tangente est - 


Les positions des droites données restant les 


J. tn" cos. «' 

mêmes, cet angle dépend seulement des coefficient donnés, m,ra , ,m" ) ni'"...m’- , ,m*; 
il est indépendant de la grandeur de l’espace S , et partant les lieux corre^pon- 
dans aux mêmes cocfficiens sont parallèles entr’eux. 

Soit y — o; le lieu des points y coupe l’axe des x en un point, tel , que 

* = - 7 — ~ ;S. Soit x = o ; y = j *^S. 

Lorsque les angles que les droites données de pétition font entr’eUes et 
avec l’axe , croissent au-delà de deux droits ( par le tournoiement d’une des 
droites dans un même sens ) ; chacune des quantités J. m“sin. «” et J. ni* cos. ** 
peut devenir zéro. Lorsque ces quantités évanouissent en même tems, l’espaceS 
est déterminé à être zéro, et le lieu est indéterminé (voyez $ 35). 

Soit/, m" cos. «"= o: x= 7 — - - -S. Le lieu proposé est perpendicu- 

/. ni” sin. ** r r r 

laire à l’axe. 

Soit J. m* sin. «* = 0 j le lieu des points Y est parallèle 


à l’a 


5 - 7 ‘- 


Problème général. Soient des droites en nombre quelconque données 
de position , déterminées par leurs équations. Soient dos droites en même 
nombre données de grandeur. On demande le lieu des points de chacun 
desquels abaissant sur ces droites des perpendiculaires , la somme de leurs 
rectangles par les droites données de grandeur soit égale à uu espace S donné 
de grandeur. 

Que les équations des droites données de position , soient 
x cos. a -j- y sin. « == d 
x cos. a f y sin. a = d’ 
x cos. a" -J- y sin. a" = d" 
x cos. -f y sin. «''= d’" 


x cos. a”' 1 4 - y sin. «”" , = d* -1 
x cos. a” 4-ysin.a” = d*. 

Soient * , y, les coordonnées d’un des points Y cherchés. Les perpendicu» 

Ii 
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laires abaissées de ce point sur les droites données de position ont pour 
leurs expressions. 

d — (xcos. a -f^ysin. a) 
d' — ( x cos. a’ -j-ysin. a’) 
d 11 — (x cos. a" -J- y sin. a” ) 
d’" — ( * cos. -J- ^ sin. a'" } 




d*' 1 - ( x cos. a*-' -j-y sin. a *' 1 ) 
d" -(*cos. a* -|-ysin. a") 

Partant , on a 1 équation 

J. ni" d" — xJ. m* cos. a* — y J. m" sin. a" = S; 

/ ni* cos. «■ J. m" sin. a* 

«t partant, x ni K cos. a* -j- (J? m"cos.a“ -|- < /t*m**in. 

X ni" d’ — S 

( i /. i ni"cos. a > -)- > /i”ni*'sin. a" ’) 

Partant, le lieu cherché est nue ligne droite. La perpendiculaire abaissée 
de l’origine sur celle droite fait avec l’axe des x un angle dont la tangente est 

^ Cet a “S'« de'pend seulement des coefbciens donnés , et des 

angles que les droites données de position font avec l’axe et par conséquent 
cnlr’ellcs. 

Soit y = 0; l’abscisse correspondante au point où le lieu proposé rencontre 

• J. m* d"- S. 

J axe est 7— 

'i J. m* cos. a" 

f. m K d" - S 

Soit x = 0; l’ordonnée correspondante à l’origine eSV— : -. 

J. ni'atu. a» 

Le lieu est indéterminé si on a en même temsyi rn"sin. a"=n , J. m"cos. a"=o ; 
'«l alors, l’espace S est déterminé à être f. m" d" ( voyez $ 56 ). 


>>• f 7*. 

Problème. Soient deux droites données par leurs équations ; et soit un point 
donné de position. Par ce point soit menée une droite qui coupe les premières ; 
et sur cette droite soit déterminé le quatrième point de section harmonique. 
On demande le lieu de ce point. 

■ Soient a , b les coordonnées dn point donné. 

Soient X C °*' " B * ", , les équations des deux droites. Soient a: et y 

x cos. « -y y sin. a s= d 

les coordonnées du poiut dont le lieu est cherché,. 
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Les coordonnées du point où la droite menée coupe la première droite 

. . d (a-x) — (av-hr) sin. a (ay-lix) cos. a-d(a-x) 

donnes sont— — r-r—. —, 1 7 — rr~" — 7 r • 

(y-rli) si 11. a-(a-xjcos.a (y-b)siu. a- (.a-vjeos. a 

Les distances de ce point ou point donne et au point x y sont 

1» sin. «-f a cos 


+ t Y-\'Ÿ) 
-K( (*-•)■ +(y-W*J 


(y-bjsin. <t — (»-x;cos.<t 

y sin. x cos. « - d 
(y-lij sin. «-(a-x) cos. a * 

Les coordonnées du point où la droite menée coupe la seconde droite 

. , d’ fa-.rl — fay-b.r) sin. a (ay-bx)cos. «' — d 1 (a-x) 

doonee , sont — -7-.— : — ~r~. s. 7 7 , — ; ; r. 

* (y-b)sm. a-(a-x)cos. * (y-b)sin. « — (a-x)cos.« 

Les distances de ce point au point donne' et au point xy , sont 
b «in. « , + a cos. « , -d f U a)a + y 

* — (a-x)cos. * 1 • 

y sin. *' -f x cos. «'-d' ... .... 

V— 7 - (y -h) )• 

(y-byStu.a — (a-XyCOs. x '' 

-, . ' -■ t- .♦ . . . . , . • 

Le rapport des distances du point donné ab aux points où la droite menée 
coupe les deux premières droites, est celui de 


b sin. a-(- a cos. «-d 


]> sin. 1 


(y-h) sin. « — (a-.v) cos. <* '* (y - bj sin. a — (a-x) COS. « 




«■-d' 


Le rapport .des distances du point xy aux mêmes points est celui de 

y s in. g-}-x cos. a -d , y sin. «' 4 - x cos. d' 

(y-h) sin. a — (a-x) cos. a (y-b)sin. a’ — (a-x) eos. * 

Or, ces quatre distances doivent former (me proportion; on a donc l'équation t 

b sin. a -f a cos a-d y sin s -fxeos. “-d 

b si 11. à a cos. a-d' y sTn. «' y x cos. J -d' 

De là, on tire l’équation de la ligne droite 
x{ d cos. a' — <)' cos. a — li sin. (a- a*) ) -J- y (d sin. a' — d' sin. a -f- a sin. (a-*') 1 ) 
= n ( d cos. a' — d' cos. a ) li (d sin. a — d ( sin. a). 

Cette équation se simplifie beaucoup par la transposition de l’origine au 
point de section des droites données déposition, dans celte supposition d— 0, d'=o^ 
et l'équation devient «y— b»; ou x \y = a ? 1 > ( voycx le $ 47 ). 

Remarque.' La ifechercbe algébrique a été compliquée par le* expression» 
absolues des droites qui entrent daDS la question ; ces expressions sont affectées 
de facteurs communs qui disparoisse rrt dans l’expression de leur rapport , lequel, 
est l’objet unique de la question proposée. 
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$ 75 . 


Problème. Soit un cercle donne par son e'qualion, et soit un point donne 
par ses coordonnées. Par ce point soit menée une droite qui coupe la circonfé- 
rence. Sur celle droite soit déterminé le quatrième point de section harmo- 
nique , dont le point donne' et les points de section de la droite menée et de 
la circonférence sont les trois autres. Ou demande le lieu de ce quatrième point. 

Soit pris le centre pour l’origine, et soit prise pour axe des abscisses la droite 
qui joint le point donné avec le centre. Soit r le rayon du cercle : soit a l’abscisse 
du point donné. Soit x l’angle que la droite menée fait avec l’axe. La perpen- 
diculaire abaissée du centre snr la droite est a sin. z ; la distance du pied de 
celle perpendiculaire au point donné est a cos. x, et les parties de la droite 
comprise entre le point donné et la circonférence sont X/~ ( rr-aa sin.’ z) -f a cos. c, 
\/ r (rr-aa sin.' s) — a cos. s. La distance des deux points de section de la droite 
menée et de la circonférence est 2 |/ ( rr-aa sin.* » }. Celte distance est la diffé- 
rence des distances du point cherché aux mêmes points de section , et le rapport 
de ces distances est celui de V' (rr-aa sin.* r)-j-a cos. z à (rr-aa sin.’x) 
— a cos. c ; donc , ces deux distances sont , 

l/Vrr-sasin. 2 *} . , , ^(rr-oosin.**), _ ... 

— (l/7rr-aasin. a i)4-acoa.:)et (jX( rr-aa sin.’s} — a cos. 3 ). 

a eos. * a cos. < ' ' 

la distance du point cherché au point donné est 

( }^(rr-nasin.“ s)4-acos. = ) ( (rr-aa sin.* s) — acos.s) rr-aa 

— ;~côTa’ cl ,a distance du 

point donné au pied de la 'perpendiculaire abaissée sur l’axe depuis le point 


, , . rr-aa rr-aa . .. 

cherche est Xcos.s— : donc, cette distance est constante, et 

a cos. fi a 

le lieu cherché est une ligne droite (voyez le f 4g ). 

Les exemples que je viens de développer me paroissent suffire pour éclaircie 
l’application de l’analyse algébrique à la recherche des lieux à la ligne droite. 
Je vais traiter dans le même but quelques lieux relatifs à la circonférence 
du cercle. 

5 74 . 

Problème. Soient deux points donnés de position. On demande le lieu des 
points de chacun desquels menant des droites aux deux premiers, elles com- 
prennent entr’elles un angle 4 donné de grandeur. 

Soient a et b , a cl b', les coordonnées des points donnés. Soient * et y les 
coordonnées d’un des points cherchés, 

La 
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La droite qui joint les points ab et xy, fait avec l'axe un angle dont la tan- 
gente est ; de même, la droite qui joint les pointa a' b' et xy fait avec l’axe 

ngle dont la tangente «St '^4 » panant, les deux droites font entr’elles un 


un ane 


angle don\ la langenle est 
f * |) v 1/ 

x"7 ~ vT" y (a- a> ) — a (h-li')-j- n'b-al/ 


-7-. On a l’equatioa, 


"~ 7 b v^'T" xx -j- y y — y (1) -f- b')— x (a f a') -J- aa' f bb’ 

1 x-a X x-a' 

(xx f yy-y (b -f b'J— x (a + a') -f aa’ -f !>L') tang.«=y (a-a')— x (b-b') f (a'b-ab’j. 

Ou, xx+yy-x (a+a'-(b-b')cot^)-y(b+b'+(a-a') cot. $)-f-aa'+bb'-(a'b-ab')cot. $=». 
D’où l’on tire , 

Celte équation est celle de la circonférence d un cercle, pour laquelle les coor- 

données du centre sont co *- $ et - -Jj— -j - — — cot. $ ; et dont le 

. . / b-b’,i . ,a-a,»\ , 

carre du rayon est ( ( ) -j- ' ) cosec- 


Or- (^-V4- - -)’est le carré de la demi-distance des denx points donnés 

’ 1 a 1 a 

ab, n’b'; partant , appelant D cette demi-distance le rayon du cercle cherèlié 
est D coscc. <y. 

Soit pris pour origine le milieu de la droite qui joint les points donnés, et pour 

axe desjtcetle droite elle-même. Dans cette supposition, b=o, b =0, a = — a’. 

L’équation devient (y — a col. $)’ -|-xx = aacosec. 3 <p. Partant, l’abscisse du centre 

est zéro ; l’ordonnée est a cot. 0 , et le rayon est, acosec. <j. 

Soit y=o ; xx— aa. ; x =+ a ; le lieu proposé passe parles points ab, u'b'. 

_ . . . . a col. 

Sou x=o ; y=a (cot. * + cosec. $)= _ a |an \ 

Tousces résultats sont conformes à ce que la géométrie présente par intuition. 

t 

§ 75 . 

Problème . Soient deux points A et A’ donnes de position , par leurs coor- 
donnéesa, b, a’, b';*ôn demande le lieu des points, de chacun desquels menant 
des droites aux deux points donnés, leurrappotl soit égal à un rapport donné 
d’inégalité de m à ml j et soit par exemple m^> ni'. 
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Soient x et y le» coordonnées d’un des points cherches. 

Les carres des distance» du point xy aux points donnés sont (.*-•)* -f-(v-b)* , 
«l (x-a') a -{-(y-b’) a respectivement. Parlant, on a la proportion (x-a) a -J- (y-h)* : 
(x-a') a -f (y-b') J =mm : mW. 


m «i\ ■ , îvuua *m ra 3\ ni ni ni m . > #>* ■ >• « > 

->— ) t( x r-T ) =; r~i.,(U-a) +-(b-l>) ). 

n / 1 mra-m m / iiidmii ni ) 


De la, (y- / r » i i» t i i — . 

’ J inni-m in ' 1 mra-m m > (mu 

Or , (a-a'j a -f-(b-b') a esl carré de la distance des deux points donnés, lequel 

soit dd , on a 

. mmli'-m'm'h .. , „ mma'-ni'rn'n , mru' 

( y r— -j. ( x J— - ) — ( r-T ) dd. 

J tntn-ru m 1 mm-ui ru mm-in ra 

Cette équation est celle delà circonférence d'un cercle dont les coordonnées du 

mmb’-niWb mma'-m'm'a . , mm' , 

centre sont, i — r~ et -, — r— . et dont le rayon est -, — r~ u. 

uiui-m ni nini-m ni J nim-m ni 

Que l’axe des abscisses soit sur (adroite qui joint les points donnés, b«=o,b'=o$ 

mm' 


l’équation devient yy-j-(x- 


inm-ni ui 

Or, d = a-a'; donc, lorsque y=o, x— 
m , , m' 


)*=( 


m in- ru ru 


t— r— ) a dd. 


mm 


ni tu- ni m 


miu-iu ui 


t — r (a- a'). 


1." Valeur... x= — £-r a + — -r— , 
ru -j- ru 1 m -J- ni 


7 a 


2 .* Valeur... x= 


ni 


m 


-r a. 


Les distances du premier de ces points aux points À et A' sont — : — , <1 

n» + m 

t , 

«t — — jp^T-d. ^ eS ^‘ slance * secon ^ de ccs points aux points A et A ' 


sont 


m . m , 

, d et — , d. 

m-rn ni- ni 


Le rapport des distances de chacun de ccs points aux points A cl A' esl celui 
de m à m 1 (le signe mis k part ). Voyez le $ 45. 

5 76. 


Problème. Soit un point A donné de position , et déterminé par scs coor- 
données fi et b. Soit aussi une droite donnée de position déterminée par l’é- 
quation x cos. a-j-y siu. « = d. On demande le lieu des points de chacun 
desquels menant deux droites, l’une au point donné, et l'autre perpendiculaire 
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à la «1 roi le donnée , le carre de la première soit égal nu rectangle de la seconde 
par une droite al donnée de grandeur. 

Soient .v et y les coordonnées d’un des points cherchés. 

Que les points Y soient regardés comme étant du même côté de la droite 
donnée que l'csl l'origine; la perpendiculaire abaissée du point Y sur la droite 
n pour expression d — ( x cos. x -j - y sin. «); et le carré de la distance du 
point Yau point ah , est (*-a) 3 -f- (y-by. On a donc l’équation 
(x-a)‘^(y-b)’=al ( d-(x cos. x -f y sin. a)). 

De là, xx-ax (a-l cos. x ) -(- y y- ay ( b-l sin. x )oa bb = a ld.- 

(x-(a- Icos. x ) )* -\-y-{b-l sin. x)) s = ald\-ll- ml cos. x-abl sin. x 

= al(d-(acos. x -| -b sin. x) -j- 1/). 

Or ; d-(a cos. «-[-6 sin . x) , est la perpendiculaire abaissée sur la droite donnée 
depuis le point ab , soit cette perpendiculaire D ; 

(x- (a-l cos. «) )*-( -(y- ( b-l sin. x) ) , = al( D l). Cette équation est celle de la 
circonférence d'un cercle dont le carré du rayon est al ( £)-J- £ /) ; cl pour lequel 
les coordonnées du centre sont a-l cos. x et b-l sin. x ( Voye* le J 44 ). 


J 77- 

Problème. Soient A et A' déni points donnés de position par leurs coor- 
données a cl b , a' et b’. Soient ni et m’ des ciposans donnés de rapports. 
On demande le lieu des points Y, de chacun desquels menant des droites aui 
points donnés , la somme des espaces qui ont aux carrés des distances de ees 
points aux points donnés, les rapports donnés, soit donnée de grandeur et égale 
à l’espace donné S. 

Soient * et y les coordonnées d’un des points cherchés. On a l'équation 
m (x-a)* m (y-b)* -J- m’ (x-a') a -j- n/ (y-b')’— S. 

j 7 (m-(-m') — 3y(mb-{-nl'l)’)-l-xx(m-j-ln , ) — ax(roa-fWa')-f-maa-|-raVa'4-inl»b-f-m'li'b r =S. 
mh-j-m’h' ., , ma - f m'a’ _ i t 

tu-j-rn m -J- n/ m -J- tu 1 (ui-j-ni’)* 

Or, (a-a'/ -}- (b-b'}* est le carré de la distance des deux points donnés , 
laquelle soit d. On a donc 


7 ((a-aT + (b-b7). 


(r 


roh-f-m'b' 
ni -j- ru^ 


r+(» 


+ > t 

ma l 


S- .-~ndd. 

ni -f- ui ro ni (ni -f m ) 


Celte équation appartient à la circonférence d’un cercle dont Te carré du 
1 mm' 

rayon est — -, — ; S- — — — iTsdd; et pour lequel les coordonnées du centre 
J in -f- rn (ru ui ) ’ 1 * 

ma 4- m'a’ mb-fm'l/ _ ., , 

sont — r- et 'j — r— . II suit de la, que ce centre comeide arec le 

ni y (u ni -j- m * 
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centre des moyennes distances des points A cl A r pour les coefficient m cl m! 
respectivement , et pour que le problème soit possible pu doit avoir 

Au lieu de s’occuper de la somme des espaces proposes , que la question 
roule sur la différence de ces espaces. On a l'équation 
m C(*-a) a + <y-»*>’) — n.'((*-a') a + ( y-b ' )* ) = S. 

Première supposition. Soit m m'. 

, mb-m'l/., . , 1 - , mm’ . . „ . .11 

(v _)* 4 -fx r— )' = iS-i r-»dd. Celte équation est celle 

J m-m ni-m ui-ui 1 (m-m ) 

de la circonférence d’un cercle dontle carre’ du rayon est — i-r S -1 — -m dd ; et 

tu-iu (iu-iu ) 

, , , , mi-m'a' mli-m'li' „ ... 1 

les coordonnées du centre sont- — — i— et r— . Ce centre coïncide avec 

m-m m-m 

J’cxccntre des moyennes distances des points A et A' pour les coefficiens ro cl m'. 
Seconde supposition. Soit m m'. 

, ni'li'-ni!» , . mV-ma mm' , . 1 o 

(y r ) + (x , )* = —-, a dd 7 S. 

J tu -m 1 iu-iu (ru-111; nt-m 

Le lieu des points Y est une circonférence de cercle dont le carré du rayon 

est — -r. dd } — S: et dont les coordonnées du centre sont 

(m -m; ni -ni 

m'a'-ma m’b'-mb , .. , ... 

— , , — . : et pour que le lieu soit possible on doit avoir 

• ni -ni ni -111 

S ^ dd (Voy. 6 4 o ). 
m -ra J 

Soit m=m'= 1. Le lieu propèse est une ligne droite. 


$ 78. 

Prohlème plus général. Soient A, A', A", A” A*** , A", des points 

donnés de position par leurs coordonnées a , b; a', b'; a", b"; a"', b'"j . . . . 
a*'*, b*" 1 ; a*, b*. Soient m , m', m", m”'. . . . tu*' 1 , ni*, des exposans correspon- 
dans de rapports donnés de grandeur. On demande le lieu des points Y, de 
chacun desquels menant des droites aux points donnés , la somme des espaces 
qui ont aux carrés de ces droites les rapports dont les exposans sont donnes , 
soit égale à un espace S donné de grandeur. 

Soient 
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Soient x et y les coordonnées d’on des points cherchés. On » Inéquation 
m ((s-a )*-|-(y-b )*) 

+««' ((*-»' )’+( y -b' >’) 

-f-m”((x-a")’ + (y-b")*) 

+ m"'((x-a'") 4 -|-(y-b"') 4 ) 

+ )* f ( y-b"- 1 ) 4 ) 

-fin* ( (z-a")’ -f (y-b *).’) = S. 

iif. m*-a \J. m*a*-}-yy S- œ’-sj/ m’b* -f- J. m"a" -}- f. ni*b" = S. 


J". m*b* , , . 

(y-7~r«-) -K* 


J- m K a» ', 
/m" ' ‘ 


-S-/ 


j. m* ~ j y. l m* 

Celte équation est celle de la circonférence d\in cercle dont les coordonnées 
J. m*a* f. m*b* 

J', ni" 61 J. in* 


-- A* -1 A" 


du centre sont, ' 


Ce centre est celui des moyennes distances des points donnés pour les coeffi- 


ciens donnés. Le carré du rayon de ce cercle est- S. — /•->- *•— — A" 

J .J. ni" <> J. m* 


'A* 


et 


ja plus petite valeur de l’espace S cslj*' j?-— — A*' 1 A" (Voyez § 4a). 

■ — 9 t 

' A*- A" est la somme des espaces , qui ont aux carrés 

des distances des points donnés enlr’eux, les rapports dont les exposant sont 
les termes quatrièmes proportionnels , à la somme des exposant donnés , et aux 
deux exposans correspondons à ces points pris deux à deux. Cette somme est 
la plus petite valeur de l'espace S. 

Si la question est relative à quelque différence au lieu d’une somme , les 
formules précédentes s’appliquent à ce cas en changeant les signes des coeffi- 
cient des termes qui composent le subtrahende. 

Si la somme des coefficient est zéro ; ou si la somme des coefficicns répon- 
dant aux addendes est égale à la somme des coefficient des sublrahendes ; le 
lieu proposé est une ligne droite. 

5 79 - 

Problème. Soit une droite donnée de position , et soit un point donné sur 
celte droite ; on demande le lieu des points de chacun desquels menant à celte 
droite une ordonnée sous un angle donné ; l’espace qui a un rapport donné au 
carré de l’abscisse , diflerc du carré de l’ordonnée , d’un espace qui a ua 
rapport donné au rectangle de l’abscisse par l'ordonnée. * 


, i 
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Fw. 5o, Soit A an point donne sur une droite iu définie AB ; on demande le fieu des 
points M de chacun desquels menant à la droite AB une ordonue'e MP sous un 
angle donne, l’espace qui a un rapport doune' au carre’ de AP soit égal à la 
somme ou à la différence du carre’ de MP , et de l’espace qui a un rapport 
donné au rectangle APxMP. 

Analyse. Soit conçue MP prolongée en Q de manière que le rapport 
de PQ à AP soit égal au second rapport donné. Le point Q est à une droite AQ 
dounée de position ; cl parlant, le rapport du carre de AP au rectangle 
MPxMQ est donné. Soit conçue PQ coupée en Z en deux parties égales; le 
point Z est aussi à une droite AZ donnée de position ; et MP X MQ=MZ 3 — PZ 3 ; 
donc , le rapport de AP’ à MZ 3 — PZ* est donné ; mais le rapport de AP 3 à PZ* 
est donné; donc le rapport de PZ 3 àMZ 3 — PZ 3 est donne ; donc aussi , le 
rapport de PZ 3 à MZ* est donné; mais, les droites AP , AZ, sont données de 
position , et la droite MZ est parallèle à une droite donnée de position; donc 
(ÿ 53) le point M est à une droite donnée de position. 

Construction. D’un point quelconque P de AB soit menée sous l’angle donné 
une droite PQ, telle que le rapport de PQ à AP soit égal au second des rapports 
donnés ; le point Q est à une droite AQ donnée de position. Soit PQ coupée 
en deux parties égales au point Z , le point Z est aussi à une droite AZ 
donnée de. position ; soit le rapport donné de AP 3 à MQxMP ou MZ 3 — PZ* 
égal au rapport de p à q ; et soit le rapport de PZ 3 à AP* égal au rapport de q à r; 
et partant, soit PZ 3 : MZ 3 - PZ 3 égal au rapport dep àr; et PZ 3 :MZ 3 =p 1 p-f f- 
Soit donc déterminé le lieu des points M, tels, que PZ S :MZ 3 =p Ip-|-r; ce 
lieu est aussi le lieu cherché. 

Remarque 1 .” Le lieu des points Mest une double ligne droite; savoir , si 
on prend ZM'=ZM ; la droite AM’ est aussi une des droites cherchées; mais 
alors , M'Q = M'P — -PQ ; et partant , la droite AM' répond au cas dans lequel on 
demande le lieu des poiuts M' tels que le carré de AP a un rapport donné à l’excès 
du carré de M’P sur l’espace qui a un rapport donné au rectangle de M’P par AP. 

Remarque a.* Soit donné le rapport du carré de AP à l’excès de l’espace qui 
a un rapport donné au rectangle de AP par MP sur le carré de MP. 

La droite PQ doit être portée du même côté de AB que la droite MP ; et 
ayant fait la même construction, le rapport de 

AP 3 : PZ 3 — MP 3 est donné = p : q. 

PZ 3 : AP 3 = q ; r. 

Donc, PZ 3 : PZ 3 — MP 3 = p : r. 

PZ 3 : MP 3 =p:p-r. 
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Parlant ; pour que le lieu soit possible , on doit avoir p ^ r ; et lorsqu il est 
possible , il y a deux droites situées du même côté de AB qui répondent • la 
question proposée. 

Remarque 3. # Le lieu propose répond à la resolulion de 1 une des trois 
équations suivante*. 

m / i 9 P \ 

ü «=y(y+ 

m ap . 

- **=y(y — -*) 

m 
n 


m , 2p 

— xx =y ( x — v 
ii J q J ‘ 


i.*Soit^xx = y(y + ^*)>(y+-“0“-=«(™+î^)l 

3.-Soit™xx=y(y-^x);{y-^x) a =ix( -• 

3.*Soit=xx=y(^x-y) } (y-£x)* = x,(EE-=). . 

Dans le premier cas; y = x (+ 1/"( ) — ■J~)« 

Second cas. . . . y = x (±K(“ + + 

Troisième cas . . . y = x/-f*l^\— )■}■—)• 

J 4 qq n 1 q/ 

Donc , dans tous les cas , le rapport de y à * est donné ; donc , le lieu ré- 
pondant à l’équation proposée , s’il est possible , est une double ligne droite. 


S 8o. 

Soit un polygone régulier d’un nombre n de côtés. D’un point pris sur 
le plan de ce polygone soient abaissées des perpendiculaires sur ses côtés. Soit 
prise la somme des carrés de ces perpendiculaires ; et que cette somme soie 
égale à un espace S donné de grandeur. Gu demande le lieu des points des- 
quels ces perpendiculaires sont abaissées. 

JLcinme premier, a sin. a a — l — eos. 3a 

acos. s a = i -f cos. aa. _ . . . 

Lemme second. Trouver les sommes des sinus et des cosinus des arcs qui 
croissent comme les nombres naturels. 
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Soit S = si il. a -(- sin. aa -[-sin. 5a-{- .... -j- sin. na 
S'= l -j- cos. a -[- cos. aa -}- cos. 3u . . . • -j-cos. na. 


On aS= sin. a(i { cos. a -f-cos. aa-j- . . . . -[-cos. (n-i)a ) 
-j- cos. a ( sin. a -[- sin. aa -(- .... -J- sin. ( n- 1 ) a. ) 

— sin. a ( S'- cos. ua)-f-cos. a (S-sin. na). 

S'= 1 -J- cos. a ( l {• cos. a -f- cos. aa -{-... . -}- cos. (n- 1 ) a ) 
— sin. a( sin. a-)- sin. sa-)- ... . -j- sin. (u-i) a ) 
= l -}- cos. a(S’ — cos. na) — siu. a ( S-sin. ua ). 

Oc là , on a les deux équations 


S' sir 


s < 
à ' 


S’ sin.* J a 

-j- S sin. j 

S' cos. J a 

— S sin J i 

S' sin. J a 

-f S cos. a 

. sin. 

là j S = 

n-f-i n 

-- a cos. ” a 


2 2 
>s. $ a = iiii. 1 jdhl * 

• n4-l n+i 

sin. --a cos.-—- a 


• a *»4*t n 

sin. -y- ■ 

sinTXâ 

-• D-fl • 

sin. — a sin. 


Remarque 1 ." On a coutume d’cxccutrr les sommations précédentes , en 
présentant les cosinus et les sinus des arcs multiples , sous la forme de la 
somme et de la différence des puissances semblables de fonctions imaginaires 
du cosinus et du sinus.de l’arc simple ; d’après les formules 

(co*.i a 4- sin. x y ' - 1 )" + ( tins, a — sin. a V r -\ )* 
cos. na — - — - 


. feos. a -f sin. a j/"-l )" — feus, a — sin. a V^-l )■ . . , 

sin. na = ! — — ; ce nui ramené les 

aK-i * 

sommations .proposées à des somn>ati<ms de progressions géométriques. Le 
procédé que j ? ai suivi me paroît plus lumineux. On peut vérifier les formules 
obtenues, en prouvant que si elles sont vraies pour une certaine valeur entière 
et positive de n , elles sont aussi vraies pour une valeur de n supérieure d’une 
unité ; et partant , pour toutes les valeurs supérieures de n. 

Remarque a/ Soit aw la quantité angulaire autour d'un point sur uo plan ; 

S’ évanouit, lorsque— -"ti a — it ; ou — a — nrx; rn étant un nombre entier 
« quelconque ; 
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quelconque; à moins qu’on n’ait en même tems j a=», ou j a=m'»; dans 
lequel cas , S' = — , cos. — a. S' évanouit aussi , lorsque " a=jw, ou”a = ra X J*. 

Item, S évanouit lorsque —ti- a = m ?r, ou” a=mw\ 

Application. Soit un polygone régulier dont le nombre des côtés est n. 

L’angle au centre de ce polygone vaut \ soit cet angle a. Par le centre du 

polygone soient menées des parallèles à ses côtés. Que l’une de ces parallèles 
soit prise pour axe des abscisses, et soient * ex. y les coordonnées d’un point 
depuis lequel on abaisse des perpendiculaires sur les côtés du polygone et sur 
leurs parallèles. Les perpendiculaires abaissées sur les parallèles successives, 
sont , y, y cos. a -}-x sin. a, y cos. aa-j-x sin. aa . . . . y cos. (n-i) a-{-x sin. (n-i) a. 

Les perpendiculaires abaissées sur les côtés successifs sont , 
r-y, r-{ y cos. a -j- xsin.a), r-(y cos. aa-f x sin. aa)....r-(y cos. (n-i)a -J-xsin.(n-i)a). 

Dans l’expression de la somme des carrés de ces dernières perpendiculaires 
on obtient 

coefficient de rr. . . . n. 


coefficient de ary. . . -(1 -(- cos. a -{- cos. aa -{-....-}- cos. (n-i)a)=- 


• n n-i 

sin. a cos a 

a a 


tin. ^ a 


: . arx. . . — ( sin. a-}- sin. 3a -j-...- -f sin. (n-i)a)== 
. . yy . . . (i-fcos.’a-j-cos. !, 2 a-}-....-{-cos.’(o-i)a) 


. li . n - 1 
sin. -asm. — a 
a a 


i„ x 1 4' cos . fla 'f cos.4a-f-.... -f cos.a(n-i)» , . sin. nacos. (n-i)a 

2 ' a ^ ' a tin. a 

• _ i . # i i . , . sin. na sin. (n-l)a 

xy . . . sin. 3a -j- sin. 4a .-J- sin. 2 (n-l)a=a ihTT 

xx sin. * a -{-sin’ aa -j-.. . . -j-sin.’(n-l) a 

_, n 1 -feos. aa-|-cos.4a -{-. ...-}- cos. 3 (n-i)a , sin. nacos. (n-i)a 

2 a 2 a tin. a 

Soitna = 2 T; la somme des carrés de toutes les perpendiculaires abaisséct 
sur les côtés est , nrr-|- Jnyy -{- £nxx ; et on a l’équation au cercle , 

S = nrr-{-^n (xx-{-yy); conformément au $ 56. ' 

$ 8i. 

Je vais étendre cette recbcrclie à celle de la somme des cubes des perpen- 

M ai 
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diculaircs abaissées sur les côtés d’un polygone régulier, depuis un point pris 
dans l’intérieur de ce polygone. 

Lemme. 4sin.’ .= 3 sio. a-sin. 3a. 4sin.« a cos. a = cos. a-cos. 5 a. 

4 cos 5 a = 3cos. a-J- cos. 3a. 4sin. a cos . 8 a = sin. a + s,n - 3 a - 
Tout étant admis comme dans le $ précédent, quant ans «pressions des 
perpendiculaires abaissées sur les côtés successifs; on obueot dans 1 expression 
de la somme des cubes de ccs perpendiculaires les termes suivans. 
coefficient de r* .... n „ 


5 rry , . . _(i 4 -cos.a-fcos.aa + .... + cos.(n-i) a)— 


sin. - a cos. — a 
a a 


. n . n-i 
sin.- a sin. —--a 
a a 


a j- 

. 3rrx... — ( sin.a +sin. 3a+.... + sin. (n-i) a )= do. ^ a 

, , , sin. na cos. (n-l)a 

5 r yy i>> -j-(x-}-cos. 3 a-f-C05. aa — T cos ‘ (°"^ a — ï n T a sin. a 

. . sin.na sin.(n-l)» 

3rxy . .. -}-( sin. aa-}-sin. 4a-}- • •• T sin - a ( n_1 > a J iin. a 

, sin. na sin. ( o-l)a 

3 rlï ...^-( sin.’a-J-sin.’aa -}-... -j-sm. (n-l)a — 2 n asin.a 

y’... — (î -j-cos.'a -j-cos.’aa -}-....-}- cos. 5 (n-i) a) ^ n | 

sin. a cos. - - a 

j 2 -A 

— _|(l -}- cos. a-}- cos. aa -}-.... -f cos. ( 0 - 13 ) = - , sin. J a 


. 3n 3,1-3 
sin. — a cos. — a 


_ A (x + cos. 3 a-}- cos. 6a-}-.... -f cos. o(n-l) a - 4 sinT j~â 
3 yy X „. (cos.’asin. a-}-cos.*aa sin. aa....cos.’(n-i) asin. (n-i)a) 


= _ A ( sin. a -f sin. aa -}-.... -}- sin. (n-l)o) — - 4 


. n . n-i 
sin. - asm. — a 


. 3n . 3n-3 
sin. —asm.— a 


- J (|sin. 5a-)- sin. 6 a-}-....-}- sin. 3(n-t) a ) “4 sin. | a 

. 3 yxx...-(cos. a sin. "a -}- cos. aa sin.’aa -}-.... + cos. (n-l)a sm. s (n-l)a ) 


— - A (cos. a-}- cos. aa -J- .... ■}■ cos. (n-i) a - 4 


, n n-i 

sin. - a cos.—— a 
a a 


. 3n 3(n-i) 

sin. — a cos. — ; — a 

3 2 — 

-}- J (cos. 3a -f cos. 6 a-}- .... -}-cos. 3 i 11 * 1 ) a "f" «' sin. I a 
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i 5 ... — (sin.’a -J- sin.’aa -j- .... -j* sin.’(n-i) a 

•; I 

. = — J (sin. a -f- sin. aa -j- •••• s ‘ n - ( n -1 ) a = -{ 


. n . n-i 
sin. - asm. — a 
a a 


sin. J a 

. 3n . 3(n-i) 

sin. — asm.- 5 — ? a 


-)- j (sin. 3a-Jr sin. 6a -f- .... sin. 3(n-l) a=- J 


Soit n 3, ou que le polygone propose ait un nombre de côtés plus grand 
que trois. La somme proposée est réduite aux trois termes nr ! -{-| nryy-{-£ nrxx ; 
parlant, on a l’équation au cercle , anr’-j-3nr (xx-j-yy) = aS. 

Partant , un polygone régulier d’un nombre de côtés plus grand que trois étant 
proposé ; si d’un point pris dans l’intérieur de ce polygone on abaisse sur scs 
côtés des perpendiculaires, le double de la somme de leurs cubes est composé, 
du cube du rayon du cercle inscrit pris deux fois aussi souvent que le polygone 
a de côtés , et du solide de ce rayon par le carré de la distance de ce poiut au 
centre pris trois fois aussi souvent que le polygone a de côtés. 

Lorsque le nombre des côtés du polygone est 3, ,a=»; et — a = 5»; 


. 3n 
sin. — a 

la fraction =!î devient 3: partant , l’expression du double de la somme 

sin.^a 

des cubes des perpendiculaires devient 5r'-}-gr (xx-j-yy) — J y ’-j-^yxx; et le 
lieu proposé cesse pour ce cas seulement d’être une circonférence de cercle.^ 

Je crois devoir éclaircir cc résultat remarquable du calcul par des considéra- 
tions géométriques. 

Lorsque le nombre des côtés du polygone régulier proposé est pair, la pro- 
position relative à la somme des cubes est très-aisément ramenée à la propo- 
sition relative à la somme des carrés. Eo efTct , la somme des cubes des per- 
pendiculaires abaissées sur deux côtés opposés (qui sont parallèles ) est com- 
posée du douille du cube du rayon du cercle inscrit au polygone , et de six fois 
le produit du rayon par le carré de la perpendiculaire abaissée du même point 
sur la droite menée par le centre parallèle à ccs côtés , conformément à la 
formule (a-f-li)’ -J- (a-b/= aa (aa -f 5bb), Mais , celte réduction ne se présente 
pas d’une manière aussi simple lorsque Je nombre des côtés est impair. 

Soient SA, SA', SA”, SA"'... . SA"* 1 , des droites données de position , dont Fir.5i. 
le nombre est n , qui se coupclat en un même point S , cl qui partagent l’espace 
autour de ce point en parties égales. Sur une de ces droites SA , soient faits 
les angles ASa', ASa”, ASa’”. . ASa*' 1 respectivement triples des angles 
ASA', ASA”, ASA'”. . . . ASA"* 1 . 
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Que le nombre n »oit de l’une de» deux forme» 5n + i ; le» droites 
SA, S»', Sa' , Sa"’,... Sa"' 1 partagent aussi la quantité angulaire autour du 
point S, en parties égales , et en même nombre que le premier. Que le nombre 
des droites proposées soit trois, le» droites Sa', Sa", conviennent chacune avec la 
droite SA ; et si le nombre n est un multiple de trois , les droites Sa', Sa"... Sa"'* , 
épuisent trois fois la quantité angulaire autour du point S; de manière que trois 
d’entr’ellcs coïncident avec l’une des droites données de position. 

Soit Y un point duquel on abaisse sur les droites données de position de» 
perpendiculaires YX, YX’, YX", YX '....YX*-, Les expressions de ce» 
perpendiculaires sont , 

SY tin. YSA, SY sin. YSA', SY sin. YSA", SYsiu.YSA"'.,.. SYsin. YSA«- ; 
et les expressions de leurs cubes sont , 

SY’ (3 sin. YSA — sin. 3 Y'SA ) 

SY 3 ( 3 sin. YSA’— sin. 3 YSA') 

SY* (3 sin. YSA”— sin. 3 YSA”) 

SY 3 ( 5 sin. YSA*-— sin. 5 YSA*-). 

Que les droites SA, SA’, SA”, SA"'.... SA“- 

et Sa' , Sa" , Sa"’. . . . Sa*- soient prises toutes égahts à SY ; 
*oit conçu l’angle ASy triple de l’angle ASY. Des points A , A’, A’’.... A“— 
soient abaissées sur SY les perpendiculaires AZ , A’Z', A"Z".... A*- Z*- ; et 
des points A , a', a” . . . , a"- , soient abaissées sur Sy les perpendiculaires 

A / t tf v , iff^| 

Az , a z , a z .... a* 1 1 . 

La somme des cubes der perpendiculaires abaissées du point \ r sur les droites 
données est 38Y* (AZ-f-A'Z'-(-A"Z''+.... -f-A*-Z*-) 

— SY a ( Az + a't’ + aV +....+ a*- z»- ). 

Or , lorsque le nombre des droites proposéos est différent de trois; le point S 
est le centre des moyenne» distances tant des points A , A' , A". . .. A“- que des 
points A, a', a". . . . a*- ; et parlant, chacune des deux sommes 
AZ+A'Z'+A "Z"+. . . .+A*- Z*-, 

Az -j- a'z’ a"z'' -f-. . . .-J-a“-z*- est zéro. Donc , lorsque n est différent de 
trois , la somme des cubes des perpendiculaires proposées est zéro. 

Mais, lorsque le nombre proposé des droites est trois, les points A, a', a" 
coïncident, et la somme proposée des cubes devient — SY*xAz 
=-SY*x8Y sin. 3ASY=-SY’sin. 3A8Y=-SY’ (3sin. ASY- 4 sin." ASY). 

II est aisé de passer du cas des droites qui font autour du point S des angle» 
égaux , au cas du polygone aux côtés duquel ces droites sont parallèles. 

En 
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En effet , appelant r le rayon du cercle inscrit ; les perpendiculaires abaisser» 
sur les côtes sont successivement r-YX, r-YX’, r-YX", r-rYX u '.. . et 

la somme des cubes de ce» perpendiculaire» est h. 

ur »_ 3 rr/. X“- Y + 3 rj. X“ Y / X» ‘Y \ , « • . 

Dans tous les cas , J". X* 'Y est zéro (J 7 ). Lorsque n e»t different de 
trois J". X "' 1 Y’ est aussi zéro. Parlant, la somme proposée des cubes 
est nr’ 4-3r/ X^'Y*. Soitni=5, cette somme est 

3r’ -f 3 r/ X" 'Y* SY J sia. 3 ASY. . 

=3r’-j-3ry. X*-*Y’-f SY*{ 3sio. ASY — 4sin.‘ASY). 


$ 82. 

Problème. Soient des droites qui se coupent eu uu même point sur un plan ; 
de différons points de ce plan soient abaissées sur ces droites des perpendi- 
culaires ; et soit prise la somme des carrés de ces perpendiculaires. Que pour 
clsacun de ces points la somme de ces carrés soit constante. On demande de 
'déterminer les cos dans lesquel» le lieu de ces points est la circonférence 
d’un cerclé. 

Que le point de section des droites données de position soit pris pour l'origine 
des coordonnées. Que les équations des droites données de positron soient 
x cos. a -)- y sin. « = o 
* cos. a y sin. cl = o 

x ços. a" -(- y sin. <t" =0 1 


x cos. a" -f- y sin. «*= o. 

Soit S l’espace donné de grandeur. 

Soient x et y les coordonnées d’un des points dont le lieu est cherché. 

La somme des carrés des perpendiculaires abaissées du point xy sur les droites 
données de position est xxj. ixy J. cos. «" x sin. *“ -\-yy J- sin. 1 a* =8. 

Four que cette équation soit celle de la circonférence d'un cercle, 011 doit avoir 
les deux équations de condition,/, cos. «" sin. «"= o ;/ cos.* «"ss/./in.’ «*. 

fi 

Alors , (xx-\-yy ) J. cos. 1 «* = S ; arx + yy— 7 — • Celle équation est 

J. COS. 1 

celle de la circonférence d’un cercle, qui a pour centre le point de section des 


S 

droites données de position , et dont le carré du rayon est > — - — 5 — . Ileslfacile 
. J J. cos. a" 

de montrer que les deux équations de condition sont remplies en particulier 

Nn 
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lorsque les droites données de position coupent en parties égalés la quantité 
angulaire autour d'un point sur un plan ; et psrlant , dans ce cas , le lieu des 
points xy est la circonférence d’un cercle (Voy. le $ 55). 

Aux carrés des perpendiculaires soient substitués les espaces qui ont à ces 
carrés des rapports donne's dont les exposans sont , m, /»»', m", m '". ... m* , res- 
pectivement. Oo •' de même l’équation ^ 

xx J. m * cos. 3 a* -}- a xy J. m * dos. «" tin. «* -j- yy J. m * tin. 3 a*— S. Pour que le 
lieu des poiuls xy soit une circonférence de cercle , on doit avoir les deux 
équations de condition ; J. m * cos. a* sin. a* = o 

J. m * cos. 3 a” ~ J. m * sin. 3 a* ; 
l'équation proposée devient (xx -f yy) J. mi* cos. 3 «* = S. 

$ 83 . 

Problème. Soient des droites ( non parallèles entr’elles et qui ne se coupent 
pas toutes en un même point ) données de positiou sur un plan. De difTérens 
points de ce plan soient abaissées sur ces droites des perpendiculaires. Soit 
prise la somme des carres des perpendiculaires répondant à un même point; 
et que celte somme soit égale à un espace S donné de grandeur. On demande 
dans quels cas le lieu de ces poiuls est la circonférence d’un cercle. 

Que les équations des droites données de position soient 
x eus. a -J- y sin. a = d 
x cos. a -j- y sin. a! — cl 
x cos. « y sin. a = a 

X COS. a* -f- y sin. «* — d". 

Soient jc et y les coordonnées du point depuis lequel on abaisse des perpen- 
diculaires sur les droites données. Les expressions de ces perpendiculaires 
sont , x cos. a -j- y sin. « — d 
x cos. à -j- y sin. «’ — d 

x cos. a" -j- y sin. a” — d' , 

x cos. a» -J- y sin. a* — d*. 

On a l’équation , *jc f. cos. 3 «" 

■j* i ixyf. cos. a" sin. a’ 

— 9 xf.d* cos. a* 

+yy/- sin. 3 a* == S - 
— Vf J. d » sin. a* 

•f / 
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Pour que celle équation soil celle de la circonférence d’un cercle, on doit 
avoir les deux équations de condition ; J. cos. a.» sin. «» =o 

J. cos . 1 -J- sin . 1 ««. 

Alors , ( xx -f r/ ) J- cos . 1 a» — ix J. d* cos. «n — 2 y J. d* sin. a» -j- J. d**— 8 . 
, f. d* sin. a".. , J. d* cos.a* . S.-f.d » 1 , f 3 d» sin. a*-i f 1 <l*cos. a*. 

} +<*- +' 1 p 

Celle équation (si clic esl possible) est celle de la circonférence d’un cercle 

, . 1 . t f. ffasin. 4* f.d*cos.a* . 

dont les coordonnées du centre sont , s — cl —s 3 ; cl le carre 

’ J. COS. ‘a» J. cos. a» ’ 


s 


f. d*’ j^J. 1 d* sin. «!*+/. V» cos. a* 


de son rayon est — 3-—- -r yr — a - 

J J. cos. a* ' J. cos. a* 

Dans les expressions précédentes , les quantités 

d sin. a (t sin. à et' sin. a' d* sin. « N . , 

, , j , , ...... _ , sont respectivement les per- 

d cos. a a cos. a ’ d cos. a a» cos. a* 1 ‘ 


pendiculaircs abaissées sur les axes depuis les pieds des perpendiculaires abnis* 
sées sur les droites données, depuis l’origine; et les quantités,/’, d» sin. a* , 
f. d s cos. a", sont enlr’clles comme les perpendiculaires abaissées sur les mêmes 
axes depuis le centre des moyennes distauces des pieds des premières perpen- 
diculaires. 

Les équations de condition qui satisfont au cas où les droites données <ie 
position se coupent en un même point, sont aussi celles qui satisfont au cas 
où les droites données de position forment un polygone dont les côtés sont 
icspeciivemcnt parallèles aux premières. 

Il est aisé de montrer que ces équations de condition ont lieu lorsque le 
polygone proposé est régulier ( Voy. $ 56 ). 

Aux carrés des perpendiculaires soient substitués les espaces qui ont à ces 
carrés des rapports donnés , dont les exposans sont m , m', m ' ... . ?«*; on a de 
même l’équation , xxf. m * cos . 1 a* 

-{- a xy J. m * cos. «n sin. a* g 

— a* J. m” d* cos. a» 

-}- y y J. m « sin . 1 a* 

— 2 y J. m* d 1* sin. a* 

-J- J. m» r/»*. 

Pour que cette équation soil celle de la circonférence d’un cercle, on doit 
avoir les deux équations de condition J. ni* cos . 1 *» —J. ni » sin . 1 a* 

et J. m* cos. «» sin. a* = o; 

ainsi que dans le $ précédent. Partant , les équations de condition qui satisfont 
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au cas où les droites données de position parlent d’un même point , satisfont 
aussi au cas où les droites données de position forment uii polygone dont les. 
côtes sont parallèles aux premières. 

Exercice proposé. Soit un polygone donne de grandeur et d'espèce. D'un 
point pris en dedans du polygone soient abaissées sur ses côtes des perpendi- 
culaires; et soit prise la somme des cultes de ces perpendiculaires. Que celle 
somme soit constante et e’galc à un solide donne de grandeur. Ou demande 
quelles sont les conditions requises pour que les points depuis lesquels les 
perpendiculaires sont abaissées soient h la circonférence d'un cercle. 

$ 84 . 

Problème. Soit un quadrilatère donne de grandeur et d’espèce. De différent 
.points pris sur le plan de ce quadrilatère soient abaissées sur ses côtés des 
perpendiculaires. Soit pris d’une part le rectangle des perpendiculaires abaissées * 
sur tlcux des côtés opposés , et de l’antre part le rectangle des perpendiculaires 
abaissées sur les deux autres côtés. Que le rapport de ces deux rectangles soit 
donné. On demande de déterminer les cas dans lesquels le lieu des points 
depuis lesquels les perpendiculaires sont abaissées est la circonférence d’un cercle. 

Que les équations des droites données de position ou des côtés du qua- 
drilatère soient, x cos. a -(- s in. a — d 
X COS. ai -j- y sin. d = (t 
x cos. a" -}- y sin. «" = cl' 
x vos. a -fy sin. a =. d . 

Que le rapport du rectangle de la première et de la troisième de ces per- 
pendiculaires au rectangle de la seconde et de la quatrième , soit égal au 
rapport de p à p’, 

Soient x et y te* coordonnées d’un des points dont le lieu est proposé. 

Les perpendiculaires abaissées du point xy sur les droites données sont 
respectivement x cos. « -j -y sin. a — ci 
x cos. d -j- y sin. ai — et 
x cos. d’ y sin. •" — d' 
x cos. « sin, « — a 


Les 
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XX COS. X CO*. a 

-f xy sin. («" -f a) 

— X ( d' cos. a -f <i COS. a." ) 
\yy sin. « sin. cT 
— y ( d' sin. a -J- d sin. a" ) 
+ <*/' 

Oa a l’équation : 


xx cos. a cos. X 
-j- xy sin. {cl" -fa’) 

— x { d" cos. * \d co*. m” ) 
■j-yy sin. cl sin. a"' 

— y {d" sin. «'•) -d sin. «'"J 

+ dd". 


yy( 


sin. a sin. a sin. a sin. x 


P 

. t sin ( d' - f- g } *in. («’’ -f«) 

■ ff ..... . - gT 


) 


■y( 


t' sin. et -)- d s in. a" d" sin . a -f d sin. a" ^ 

p . p . ‘ i / 1 : i 


— ) 


+ . COS. a COS. a COS. a' CÔS. a ’ 

K P V 

, d' cos. «-frf cos. a” d" cos. a -f d cos. < 

“ I{ P ‘ ? 

, ,dd’< dd\ 

T { r~) 

1 ' p i ip ‘ . 

Pour que cette équation soit celle de U circonférence d’un cercle , ob doit 
■voir les deux équations de condition 

tin. f «" -f «) sin. (a " -f «') ___ Q . ■' 

P * 

sin. a sin. a" sin. a’ sin. a 4 cos. a cos. a’ cos. a' cos. a' ' 


P 


OU 


sin. («"-fa) sin. ( g'" -f cl ) 


P . P 


P V 

cos. (« + «") cor. («' + «"') 
„ = 71 ' 


.t 


•'"""I '*• • I 
>ù «■ » » »I 
> 

r .i 


**»r. " 

. i.i • > 


Puisque sin. (c-f a”)=.nr*in.{a -\-a!") ■ j,,.,, »... . J 

P t . ... 

• j ' ‘ I il v t . . r i s , ,.«#•!. j , • : . * * 1 tl. ! i • 

si/».* (« + «") = P, P , sin.' («' + «"'). 

* P P 

. 'ir>‘ f f * • . • r ' >*0 f I MU ■ 

Item , puisque cos. (« -f «",'—£» cos. («' + «"). . 


COS.' ( « -f a h ) = /t^j COS. ' («' -f a")^ 


•t: iil : 


Oo 
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Donc, i=cos. (cos. V+O+rin. V+«''') )=pf , i 

donc, p = p\ De là, les coefficient de y y el de xx deviennent 
sin. « sin. à ' — gin. a sin. *" et cot. a cos. a." — cos. J cos. a ,w ; et pour que ces 
cocfficiens soient égaux enlr’eux , on doit avoir cos. (a-(-a ) = cos. (a r -J-a" / ), 
et « -f- «"= a' + a'" ; OU a + a"== 4D — («' + J"). 

Cela a lieu pour les quadrilatères inscrits au cercle. Savoir, si d’un point de 
la circonférence on mène des droites perpendiculaires aux côtés de ce quadri- 
latère , les rectangles des perpendiculaires abaissées sur les côtes opposés sont 
égaux cnlr’cux. Il est facile de montrer cette propriété du cercle par des 
considérations purement géométriques. 


. ; ^ . .. ^ i t 

CHAPITRE TROISIÈME. 

Lieux au plan et à la surface sphérique , traités géométriquement. 

X-iE plus grand nombre des propriétés locales de la ligne droite et de la 
circonférence du cercle développées dans les deux premiers chapitres de ect 
Ouvrage , et relatives à des points et à des lignes situés sur un même plan , ont 
leurs correspondantes pour la surface plane et pour la surface sphérique, relati- 
vement à des étendues situées dans l’espace el dans des plans différent. L’expo- 
sition de celte correspondance fera l’objet de ce troisième chapitre. 

$ 85 . ; 

Définition. Lorsque tous les points d’une surface jouissent d’une certaine 
propriété , et qu’aucun point hors de cette surface ne jouit de la même propriété , 
cette surface est le lieu des points qui jouissent de cette propriété. 

Je vais éclaircir cette définition par quelques exemples simples, qui dé- 
coulent immédiatement de la notion du plan el de celle de la surface sphérique. 

Lorsque deux plans sont parallèles enlr’eux, leur distance -est constante. 
Fartant , une surface plane est le lieu des points dont la distance à un plan 
donné est constante. 1 - ; ■ • ■ ’ - 

Lorsqu’une droite est perpendiculaire à un plan , elle est perpendiculaire à 
chacune des droites menées par son pied dans ce plan. Partant , une surface 
plane est le lieu des droites perpendiculaires à une même droite , et élevées 
d’un même point de cette droite. 
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Soient Jeu* plans qui se coupent. Le plan qui divise en deux parties égales 
l’angle de ces plans (que j’appelle angle plnnic/nt) , a chacun de ses points 
egalement éloigné de ces deux plans , et aucun point hors de cc plan ne jouit 
de la même propriété'. Partant, une surface plane est le lieu des points éga- 
leracut éloignes de deux plans qui se coupent. Comme deux plans qui sc 
coupent font entr’eux deux angles supplémens l’un de l’autre, il y a deux 
plans qui jouissent de celle propriété. Si les plans proposés sont parallèles 
eutr’eux , une surface plane est aussi le lieu des points également éloignés d’eux. 

Par le milieu d’une droite soit mené un plan perpendiculaire à celte 
droite. Toute droite menée dans ce plan par le milieu de la première droite , 
est perpendiculaire à cette droite , et chacun des points de la droite menée est 
également élojgné des extrémités de cette droite. Partant , une surfuce plane 
est le lieu des points dans l’espace également éloignés de deux points donnés, 

Soient deux plans qui se coupent donnés de position. D’un point quelconque 
d’un de ces plans soient abaissées des perpendiculaires tant sur la commune 
section des deux plans que sur le second plan. Le rapport de ces deux per- 
pendiculaires est constant (celui du sinus total au sinus de f’uuglc planiquc). 
Parlant , un plan étant donné de position, et une droite tracée sur ce plan étant 
aussi donnée de position , une surface plane est le lieu des points tels que le 
rapport de leurs distances à cette droite et à cc plan est toujours le même. 

Soient trois plans qui se coupent dan» une même ligne droite. D’un point 
quelconque de l’un de ces plans soient abaissées sur les deux autres des perpen- 
diculaires; le rapport de ce» perpendiculaires est toujours le même ( savoir , 
eclui des sinus des angles planiques de cc plan avec les deux autres ). Parlant, 
une surface plane est le lieu des points tels que le rapport de leurs distances 
à deux plans qui sc coupent donnés de position est toujours le même., 

La surface de la sphère est le lieu des points dont la distance à un même, point 
est toujours la même. 

Soient trois plans perpendiculaires entr’eux passant par le centre d’une 
sphère. . D’un point quelconque de la surface sphérique soient abaissées sur 
ces plans des perpendiculaires. La somme des carré» de ces perpendiculaires 
est constamment égale au carré du rayon. Parlant, la surface de la sphère 
est le lieu des points tels que la somme d< s carrés de leurs distances à trois pians 
donné» de position perpendiculaires entr’eux est constante. 

§. 8G. - 

■ . 

Puisque la commune section de deux plans .est turc ligne droite, et que la 
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commune scciion d’un plan et d’uuc surface sphérique et celle de deux surfaces 
sphériques, sout des circonférences de cercle; les propriétés locales du plan 
et.de la surface sphérique peuvent servir à déterminer des propriétés locales de 
la ligne droite et de la circonférence du cercle , considérées dans l’espace. 
Je vais éclaircir celte correspondance par quelques exemples. 

Soient trois points (non situés sur une même droite), donnés de position 
dans l’espace, et qu’on demande le lieu des points également éloignés de ces 
trois points. Ce lieu est la commune section des plans qui jouissent de la 
propriété proposée relativement à ces points pris deux à deux ; et partant , ce 
lieu est une ligne droite. Cette droite est la perpendiculaire au plan qui passe 
par ces points , élevée depuis le point de ce plan également éloigné de ces trois 
points ; ou depuis le centre du cercle dont la circonférence passe par ces 
trois points. 

Soient trois plans qui se coupent (non dans une même droite ) donnés de 
position dans l’espace. Le lieu des points également éloignés de ces trois plans , 
est la commune section des plans qui jouissent de cette propriété relativement 
ces plans pris deux à deux ; et partant , une ligne droite est le lieu des points 
également éloignés de trois plans donnes (qui sc coupent). Généralement, 
line ligne droite est le lieu des points tels que les rapports de leurs distances à 
trois plans qui sc coupent , douces de position , sont toujours les rneptes. 

Lorsque deux sphères se coupent, la circonférence qui est la commune 
section de leurs surfaces est le lieu des points dans l’espace dont les distances 
aux centres de ces sphères sont respectivement égales à leurs rayons. 

Les poiuts dans l’espace dont la distance à un point donné est donnée, et 
dont la distance à un plan donné est aussi donnée ( s’ils peuvent être déter- 
minés) , sont è la circonférence du cercle, qui est la commune section de la 
surface sphérique et du plan qui sont les lieux des points dont les distances au 
point donné et au plau donné sont données. 

De même la circonférence d’uu cercle est (s’il est possible ) le lieu des points 
dont la dislance à un point donné est donnée , cl dont le rapport des distances 
à deux plans donnes est aussi donnée. 

$ 87. 

Le plus grand nombre des lieux □ la ligne droite et à la circonférence du 
cercle qui ont fait l'objet des recherches précédentes, sc convertissent avec 
facilité eu lieux aux plans et à la surface sphérique , par la simple substitution 
de ces derniers aux premiers. Je vais cil donner plusieurs exemples. 

Soit 
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Soit un point donné de position. Pur ce point soient menées différentes 
droites , sur chacune desquelles soient prises depuis ce point des parties qui 
soient entr’cUes dans un rapport donné. Que l’eilrémité d’une de cÂ parties 
soit à un plan donne' de position ; l'extrémité de l’autre partie est aussi à un 
plan donué de position. Que l’exirémité d’une de cea parties soit à une surface 
sphérique donnée , l’extrémité de l’autre partie est aussi à une surface sphérique 
donnée (Voyez $$ a8 et 39 ). 

Iterit. Que le rectangle de ces parties soit donné. Si le point donné est siqf 
une surface sphérique donnée , et si l’txlrémité de la première partie est sur 
cette surface sphérique, l’extrémité de la seconde partie est à un plan donné. 
Que le point donné ne soit pas sur une surface sphérique donnée ; que la 
première partie soit terminée à une suiTace sphérique donnée , la seconde partie 
est aussi terminée à une surface sphérique donnée ; enfin , que l’extrémité de 
la première partie soit à un plan donné , l’cxlréiuilé de la seconde partie est à 
une surface sphérique donnée (Voyez $$ 3o et 5l ). 

Soient trois plans qui se coupent en une même droite donnés de position. 
Soit une droite qui coupe ces plans, coupée harmoniquement, de manière que 
trois des extrémités de la ligne et de ses parties soient aux plans donnés de 
position ; la quatrième de ces extrémités est aussi à un plan donné de position 
(Voyez J 47 ), 

Un des quatre points de la section harmonique étaul donné , si deux des trois 
autres points sont à une surface sphérique donnée , le quatrième de ces points 
est à un plan donné de position (Voyez § 48). 

Soient deux points donnés de position. LW surface sphérique est le lieu des 
points tels que le rapport de leurs distances aux deux points donnés est un rapport 
donné différent du rapport d’égalité. Celle sphère est engendrée par la révo- 
lution d’un des demi-cercles dont la circonférence jouit de la propriété pro- 
posée , autour du diamètre qui passe par ces deux points (Voyez $45 ). 

Ou détermine de même la surface sphérique qui est le lieu des points tels que 
la somme descarrés de leurs distances à deux points donnés est toujours la même. 
Il eu est de même pour la somme des espaces qui ont aux carrés des distances 
à ces deux points des rapports donnés; et pour la différence des espaces qui 
ont aux carrés de ces distances des rapports donnés inégaux entr’eux ( Voyez 
$$ 38 et 39 ). Il en est de même pour le cas où la somme ou la diQerence'd’un 
de ces espaces et d’un espace donné ,’ a un rapport donne à la somme ou à la 
différence de l’autre de ces espaces et d’un espace donné. '11.. 

Pp 
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Un plan est le lieu des points tels que la différence des carres de leurs distances 
à deux points donnes est toujours la même. 

. Soient un point et un plan donnes de position. D’un même point soient 
menées deux droites , l’une au point donne' et l’autre perpendiculaire au plan 
donne. Que le carre de la première droite soit égal au rectangle de la seconde 
par une droite donne'e de grandeur , le lieu des points est une surface sphé- 
rique. Réciproquement; que la première droite soit menée d’un point pris 
uir une surface sphe'rique ; et que la seconde soit parallèle à une droite donnée 
de position , son extrémité est à un plan donné de position (Voyez $44). 

Soit un point donné de position dans l'intérieur d’une surface sphe'rique. 
Soient des plans passant par ce point, et sur les sections de la sphère par ces 
plans prises pour bases soient décrits des cônes droits qui loucheul la surface 
sphérique. Les sommets de ces cônes sont à une surface plane donnée de 
position (Voyez $ 5o). 

Les exemples pre'cédens suffisent pour montrer la correspondance entre les 
lieux relatifs à des étendues situées dans un même plan , et ceux qui sont 
relatifs à des étendues prises dans l’espace. Les propositions correspondantes à 
celles qui sont contenues dans les $$ 55 et 5G , 4l et 43 me paroissenl demander 
un développement particulier. 

$ 88 . 

Problème. Soient des droites qui se coupent en un même point données de 
position dans l’espace. Soient des droites correspondantes et en même nombre 
données de grandeur. On demande le lieu des points de chacun desquels 
abaissant sur les premières droites des perpendiculaires , la somme des rec- 
tangles des segmens qu’elles en retranchent , à compter depuis leur poiut de 
section , par les droites données de grandeur , soit donnée de grandeur. 

Soient SA , SA', SA", SA"'. . . . SA*"’, SA*, des droites qui se coupent en un 
même pointSdonnée* de position dansl’cspace. Soiemm, n>',ni",m'"...ro*" 1 , m", 
des droites correspondantes données de grandeur. ■ D’un point Y soient 
abaissées sur le» droites données de position les perpendiculaires 
YP, YP' , Y P", YP'". . . . YP*. Soit la somme mxSP-f-m'xSF + m"xSP" 
-j- ni"' X SP"' -j- . . . . -j- m*' 1 X SP*" 1 -j" m" X SP*, égale .à un espace 8 donné de 
grandeur. On demande le lieu des points Y. 

Analyse. Sur les droites données de position soient portées depuis le point 
S les droites SA , SA’, SA", SA 1 ". . . . SA**’, SA* , respectivement égales aux 
droites m, m’, m", m'".. . . m*" 1 , in". Soit nieDée SY , et des points 
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A, A', A", A'" A* - *, A* ; soient abaissée» sur SY les perpendiculaires 

AQ, A'Q', A"Q", A"'Q'"... . A*- 1 Q*-‘, A*Q\ 

_ . , ASQ, A'SQ', A"SQ", A'"SQ'".... A*-SQ*-, A*SQ* 

Les triangles ygp^ ygp^ Y SP" , Y SP'" YSP*- , Y S P* ’ *° nl scm ‘ 

bh.blcs deux à deux. De là , les rectangles 

SA x SP , SA' x SP', SA" x SP", SA"'xSP'"....SA“‘xSP*-' i SA*x6p*, 
SYxSQ, SYxSQ 1 , SYxSQ", SYxSQ"'. . . . SYxSQ»-, SYxSQ», . 

sont égaux deux à deux 5 et parlant , la somme S des premiers rectangles est 
égale au rectangle de SY par la somme SQ-f-SQ ^SQ"-J-SQ'". . . . 4- SQ“' l -f-SQ’‘«i 
Soit «-(-1 le nombre des droites données de position, soit Z le centre «les 
moyennes distances des points A, A', A", A". . , . A*"*, A”; toit menée SZ ; et 
du point Z soit abaissée sur SY la perpendiculaire ZV ; soit aussi XY la perpen- 
diculaire à SZ. On airra, S=(n-f-i)SYx SV=(n-f-l}SZ X SX. Donc, le rec- 
tangle SZxSX est donné de grandeur; mais la droite SZ est donnée de 
grandeur ; donc , la droite SX est donnée de grandeur et de position; donc, 
le lieu des points Y est une surface plane donnée de position , perpendiculaire 
à SZ, et élevée depuis le point X. 

Construction. Sur les droites données de position soient porte'es des droites 
SA , SA', SA", SA" r — SA 1 *-', SA", respectivement égales aux droites données 
de grandeur m , m', ni", m'". . . . m'"', m*. Soit Z le centre des moyennes dis- 
tances des points A , A’, A", A'".. . . A*"‘, A*. Soit divisé l'espace S en parties 
e'gales dont le nombre est égal à celui des droites données. Soit convertie une 
de ces parties en un rectangle ayant SZ pour un de scs côtés; soit porté l’autre 
eûlé sur SZ de S en X ; et du point X soit élevé à SZ un plao perpendi- 
culaire ; il sera le lieu cherché des points Y. 

Démonstration. Les triangles rectangles ZSV, YSX r sont semblables; 
delà, SXxSV=SZxSX; et (n+i) SYxSY=S. 

Or, (u+i ) SV= SQ 4 - SQ r -f SQ" -f SQ'^-f- . . .. -f SQ** 1 -f SQ* ; donc r 
S=S Y CSQ -J- SQ' -f SQ" Jç SQ'" + ....+ SQ»- 1 -f SQ-;. 

= SA x SP-HSÀ' x SP'+SA" x SP"+SA'" x SP'"+. .. .SA"- x SP" >+S A» xSP» 
= ntxSP+m'x SP'-f m" X SP"+m"' X SF"-h . . .+ m-*X SP»-V}-m*X SP»- 
Remarque 1." Lorsque les points A, A', A "....À*'*, A", sont situés d’un- 
même côté de quelque [dan passant par S (ce qui a rien lorsque chacun dés 
angles formes par ces droites est plus petit que deux droits}; fie point if est 
situé du même côté de ce pfan ; eV il est en dedans de l'angle solrtle formé- 
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«•n S , cl dont les arrêtes sont SA , SA', SA". ... SA“~*, SA" ; le point X est aussi 
dans cet angle , et le plan qui est le lieu des points Y coupe les arrêtes de cet 
angle solide du même côte de ce plan. 

Mais lorsque les points A , A', A". . .. A*' 1 , A* , sont situc’s des deux côtés de 
tout plan passant par S; le point Z peut convenir avec le point S ; dans ce cas 
la question est indéterminée , et J. m^X Yl’* est déterminée à être zéro. 

Lorsque cela a lieu, la question est relative à quelque différence des rec- 
tangles proposés ; et les droites relatives aux termes du soustrahende doivent 
«ire portées dans une direction opposée à celle suivant laquelle elles auroient 
été portées , si la question eût été relative à une somme. 

Remarque a.* La valeur de SZ se détermine par l'équation J. SA "’=/! Z An* 
•f ( n+i ) SZ* ($$ 1 1 et ao) , ou ( n+i )/. SA"*=( n-f-i ) J. ZA"* + (n+i )* SZ*. 


Or, (n-f-l)y! SA"*=/. A^A» ; donc, (n-J-iJ^/I A^A* -f-(a "f O'SZ*. 

= n /. SA" — a /. SA”"' x 8 A K cos. A^SA». 

Donc, (o-f-i)*SZ*=/. SA" -f- a / SA*' 1 x SA" cos. A“~' SA*. 

Savoir ; le carré de la droite qui vaut SZ autant de fois qu’il y a de droites , 
est égal à la somme des carrés des droites SA. . . .SA" ; et du double de leurs 
rectangles deux à deux par les cosinus de leurs inclinaisons. 

La position de SZ relativement à une des droites données de position , 
telle que SA se détermine par l’équation 

SA+SA' cos. ASA'+SA" cos. ASA"-{- .... -j-SA" cos. ASA*=(n-j-i) SZ cos. ASZ, 

. c ~ f. SA" cos. ASA» 
et partant , cos. AM — 


$ 8f). 


Application. Soient des plans en nombre quelconque qui se coupent en un 
même point. D’un même point soient abaissées des perpendiculaires (dans une 
direction déterminée pour chacun d’eux) sur chacun de ces plans, et soit prise 
la somme des rectangles de ces perpendiculaires par des droites correspon- 
dantes données de grandeur. Que celte somme soit égale à un espace S donné 
de grandeur. Le lieu de ces points est un plan donné de position. 

Que les perpendiculaires abaissées des points situés en dedans de l’angle 
solide reufermé entre ces plans soient, par exemple, regardées comme positives. 

Du sommet de l’angle solide formé par les plans donnés de position , soient 
élevées à ces plans des perpendiculaires , toutes dirigées , par exemple , du 

dedans 
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dedans au dehors de l’angle solide , ou du cèle de chaque plan intérieur à 
l’angle solide. Sur ces dernières droites soient ahaisse'rs des perpendiculaires 
depuis chacun des points dont le lieu est propose. Les segmens retranchés de 
ces droites , depuis le sommet commun , par les perpendiculaires ahaissécs sur 
elles , sont tcspeclivement égaux aux perpendiculaires abaissées sur les plans 
correspondans. Parlant, la question proposée sur des plans qui se coupent ca 
un même point , est ramenée 4 la questiou du $ précédent sur des droites 
données de position qui se coupent en un même point; et partant, le lieu 
proposé est un plan donné de position. 

Remarque t." Porisme. Soient des plans qui se coupent en un même point 
donnés de position dans l’espace ; soient des droites correspoudantes et en 
même nombre données de grandeur. On peut déterminer en même lents la 
position d’un plan et la grandeur d’une droite , de manière à satisfaire à la 
condition suivante. D’un point de l’espace soient abaissées sur tous les plans 
des perpendiculaires ; et soient pris les rectangles de ces perpendiculaires par 
les droites correspondantes données de grandeur. La somme (prise dans un 
sens général et algébrique ) des premiers rectangles correspondans aux plans 
donnes de position et aux droites données de grandeur , sera égale au dernier 
rectangle correspondant au plan à déterminer de position et à la droite à déter- 
miner de grandeur. 

Remarque a.‘ Tout ce qui a été dit dans les §§ 35 et 36 sur la correspondance 
des changemens de signe et des changcmens de direction des perpendiculaires 
abaissées sur des droites données de position , doit s’appliquer à ces changc- 
mens relativement aux plans donnés de position. 

§ 90. 

Problème. Soit un polyhèdre donné de grandeur et d’espèce ; soient des 
droites correspondantes aux faces de ce polyhèdre données de grandeur. D’un 
point de l’espace soient abaissées sur ces faces des perpendiculaires (chacune 
dans une direction déterminée relativement à ces faces). Soit prise la somme 
des rectangles de ces perpendiculaires par les droites correspondantes données 
de grandeur. Soit celte somme égale à un espace E donné de grandeur. On 
demande le lieu de ce point. 

Je crois devoir introduire au développement général de la question proposée , 
par l’exemple d’une pyramide. 

Que le point duquel on abaisse les perpendiculaires sur les plans qui terminent 
la pyramide , soit regardé comme intérieur à la pyramide. Soit S son sommet. 

Q<I 
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De ce somme! soient élevées aux faces latérales de la pyramide des perpendicu- 
laires dirigées dans un sens détermine; par exemple , toutes dirigées du dedans 
au dehors du polyhèdre. Du même sommet , soit aussi abaissée une perpendi- 
culaire sur la base , et soit prolongée cette perpendiculaire au-delà du sommet. 
Sur les premières perpendiculaires , et sur le prolongement de la dernière , 
Soient portées depuis le sommet des droites respectivement égales aux droites 
données de grandeur; et soit pris le centre Z des moyennes distances des 
extrémités de toutes ces droites. Soit aussi pris le rectangle de la hauteur de 
la pyramide par la droite donnée de grandeur correspondante à la base ; soit ce 
rectangle désigné par E'. , 

l.* Soit l’espace dounc de grandeur égal au rectangle de la hauteur «le la 
pyramide p3r la droite donnée de grandeur correspondante à la base ; le lieu 
cherché est un plan perpendiculaire à SZ et mené par Z. Si les points S et Z 
coïncident , le lieu cherché est indéterminé. Cela a lieu en particulier lorsque les 
droites données de grandeur sont cntr’clles comme la base et les faces corres- 
pondantes de la pyramide ( $ 23 ). 

a.” Soit l’espace E donné de grandeur , non égal à l’espace E'. Que la 
différence soit divisée en parties égales dont le nombre soit égal au nombre de 
lotîtes les faces de la pyramide. Soit convertie une de ces parties en un rec- 
tangle ayant pour un de scs côtés la droite SZ. Soit porté Pautre côte de ce 
rectangle sur la droite SZ depuis le point S, dans la direction de la liaulcurdc 
la pyramide abaissée depuis le sommet S , ou dans la direction opposée ; suivant 
que l’espace E est plus grand que l’espace E‘ ou plus petit que lui; et par 
l'extrémité de la droite qui vient d’être portée sur SZ soit élevée à SZ un plan 
perpendiculaire ; il sera le lieu cherché. 

Remarque. Ce n’est que pour rendre la solution un peu plus simple que les 
perpendiculaires aux faces ont été menées depuis le sommet S de la pyramide. 
La construction anroit été peu différente si ce point eût été quelconque. Il en 
est de même du problème général dont je vais exposer la solution d’une 
manière abrégée. 

D'un point de l’espace , par exemple d'un des sommets du polyhèdre donné 
de grandeur et d’espèce , soient menées à toutes scs faces des perpendiculaires 
dirigées dans un sens dc’lcrmiué ; par exemple , du dedans nu dehors du poly- 
bùdrc, relativement à ces faces , ou réciproquement. Soit E l’espace donné 
de grandeur, cl soit E' la somme des rectangles des perpendiculaires abaissées 
sur les faces non adjacentes à ce sommet par les droites correspondantes don- 
nées de grandeur. 
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Sur les perpendiculaires au* faces adjacentes à ce sommet, et surles prolon- 
geaient des perpendiculaires aux faces qui ne lui sont pas adjacentes , soient 
portées depuis ce sommet des droites égales aux droites correspondantes données 
de grandeur. Soit Z le centre des moyennes distances des extrémités de toutes 
ces droites. 

i.* Soient les deux espaces E et E’ égaux entr’eux. Le lieu proposé est le 
plan perpendiculaire à SZ mené par Z. Si le point Z co'inciJc avec le point S , 
la droite SZ a une direction quelconque , et le lieu proposé est indéterminé, de 
hianière que tout point de l’espace jouit de la propriété proposée. Cela a lieu 
en particulier lorsque les droites données de grandeur sunl cnlr’ellcs comme 
les faces correspondantes du polyhèdre. 

a.” Que les deux espaces E et E' soient inégaux entr’eux. Soit prise la diffé- 
rence de ces deux espaces, soit divisée cette différence en parties égales dont 
le nombre soit égal à celui des faces du polyhèdre , et soit changée une de cea 
parties en un icctangle ayant pour un de scs côtés la droite SZ. Le lieu proposé 
est un plan perpendiculaire à SZ , et éloigné du point S d’une quantité égale 
à l'autre côté de ce rectangle. Ce plan et le point Z sont situés du même côté 
du point S , ou des deux côtés de ce point sur la ligne SZ , suivant que 
l’espace E est plus grand que l’espace E' ou plus petit que lui. 

§ 9 '- 

Problème. Soient A , A’, A". . . . A"' 1 , A’, des points donnés de position dans 
J’espace. Soient m , m', m" ... .m’ , * l ,m", des exposans correspondais de rapports 
donnés. On demande le lieu des points Y de chacun desquels menant des 
droites aux points donnés, la somme des espaces qui ont aux carrés de ccs 
droites les rapports donnés, soit égale à un espace S donné de grandeur. 

Le lieu proposé est une surface sphérique , lorsque le nombre des points est 
deux. Soit Z le centre des moyennes distances des points A et A' pour les coeffi- 
ciens m et m. On a m X YA*-f m'x YÀ , *=mxZA*-J-in , xZA' , -j-(in -j- m')ZY‘. 

' -■^ rAA " + (ro + n ^YZ , (J59). 

Que le nombre des points soit trois. Soit Z le centre des moyennes distance» 
de deux de ces points A et À' pour les coefficieus m et m' ; et soit Z’ le centre 
des moyennes distances des points Z et A" pour les coefTiciens m-f-m’ et m w ; et 
parlant , le centre des moyennes distances des points A , A', A". On a 
m" X YA wa + ( m+m') YZ»= m"Z’À"'+ (m -f- m ) ZZ'*+ (m+m'-j- m") YZ ’j et / 
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parlant , m X Y A 3 -hn' X YA"+iu" X Y A'^+^'m+m') X YZ* 

==lnXYA*-f.m'xYA' J ^-m"xYA'' , +( m 4-m'jZZ''+(m + m■+m")xYZ ,, . 

Donc , mxYA*+m'xYA'*+m"x YA"* 


= m X ZA’+m' X Z A” + n." X Z'A"*+(ra-fai') ZZ"-Km-hn'+ m^YZ". 
= mXZ'A s +m , XZ , A' , +m"xZ'A"* -Km+n.’+m«,YZ'*. 


~ïï AA’*-}- ■ 


~ 7/ AA"*-) — 'T~i~T~Ti XA'A"‘+ ( m+m'+m" ) YZ'*. 


m-j-m-J-nt" 1 1 m-J-m'-f-iiï* 

Parlant, la première somme e'ianl c'gale à un espace donné de grandeur, 
la seconde est aussi égale à cel espace; mais la somme 

— t ~ ^ », AA'* + - y mn ;'' L „ AA" 1 f -r' m " r ~r A' A*» est donnée de 
m-|-m -f-m 1 m-|-ni -j-m ‘ m-|-iij -j-m 

grandeur; donc aussi , l’espace (m+m'-f-m") YZ" est donné de grandeur; et 
parlant , la droite YZ' est donnée de grandeur ; mais le poiul Z' est donné de 
position ; donc , les points Y sont à une surface sphérique donnée. 

En général. Soit Z le centre des moyennes distances des points A, A', A' ...A*"*, 
pour les coefïiciens m , m', m". . . . m*" 1 . Soit aussi Z' le centre des moyennes 
distances des points Z et A", pour les coefficicns m -j- m’ -}- m” m* _l etm*; 
ouïe centre des moyennes distances des points A, A’, A". . . . A*"', A*, pour les 
coefficicns ni, m', ni".... ni*' 1 , m”. Qu’on ait démontré que pour un point quel- 


conque Y on a l’équation / m^YA*"* — / m*' 1 X Z A* - * -f- Y'/ 1 /, m*-*. J’a-' 

firme qu’on a aussi l’équation / ni^xYA* = / m'xZ'A" -j-Y Z'/ m". 

La démonstration pour le cas actuel des points situés dans l’espace est 
exactement la même que celle qui a été développée daus le § 4 i pour le cas 
des points situés sur un plan. 

— * — a — a 

Par supposition , / m*- 1 YA*-* = / ni*-* ZA"‘‘ -f YZ/ m*"* 

Donc ,/. ra'xYA" =/ m*"' ZA*"* -j- m"xYA a -( -YZ’,/. m** 1 . 

Mais, oi*xYA* -\-YZ 3 f. m*'*=m , *Z'A* -j- Z' Z 2 J. m*' 1 -j- YZ'*/ m*. 
Donc,/ m* X YA* =/ ra*"*xZA*' * -f-m"xZ'A" -j-Z'Z’/ ni l ‘-‘-{- YZ"/m*. 
=/ m“--xZ'A*- J +ro»Z'A“’ -f YZ"/ m* 

=/ néxZ'.V -f YZ"/ raV 

Partant, si la première somme est égale à un espace S donné de grandeur, 

la 
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la seconde somme est égale au même espace ; mais le terme f. m* X ZVÀ?’«St 
donne* de grandeur, donc le terme YZ*/. m" est aussi donne' de gnttldçiir; 
mais le point Z' est donné de position ; donc les points Y sont à une surface 
»pliérii|«ic donnée. 

Parlant , la proposition qui a lieu pour des points situés sur un même plan, 
a lieu aussi pour les points situés à volonté dsns l’espace ; et on peut appliquer 
k ces derniers tout ce qui a été démontré sur les premiers. • 

En particulier ; en substituant des plans aux lignes droites dsns le $ 4a otx 
• ura une proposition générale correspondante sur des points et des plaus donnés 
de pusitiou. i 

$ 92* 

On peut étendre à quelques polyhcdrea et en particulier aux solides réguliers, 
les propositions relatives aux ligures planes régulières mentionnées dans les 
§§ 55.el 56 , et s’orenper de la somme des carrés des perpendiculaires abaissée» 
sur leurs faces depuis un point dans l’espace. 

Définition. J’appelle ongle solide régulier , un angle solide dont les angles 
au sommet sont égaux entr’eux , et dont les inclinaisons des faces adjacentes 
sont égales entr’elles (lors même que les angles des faces n’appartiennent pas 
à des figures régulières ). 

On peut concevoir tin angle solide régulier engendré de la manière suivante. 
Du centre d’un polygone régulier soit élevée une perpendiculaire au plan de ce 
polygone. Soient des plans passant par un point pris sur cette perpendiculaire 
et par les côtés du polygone. On obtient à ce point un angle solide régulier, 
dont le nombre des faces est égal au nombre des côtés du polygone. La per- 
pendiculaire élevée au plan du pojvgone régulier depuis son centre est appelée 
l’axe de l’angle solide ; le polygone lui-même est appelé la base. 

Chacune des faces d’un angle solide régulier est également inclinée à sa 
base. L’axe d’un angle solide régulier est aussi également incliné à chacune de 
ses faces et k chacune de ses arrêtes. J’appellerai <ÿ l’inclinaison des faces d’un 
angle solide régulier au plan de sa base , et partant aussi à un plan quelconque 
perpendiculaire à son axe. 

0 g3. , 

D’un point pris dans l’espace soient abaissées des perpendiculaires sur les 
faces d’un angle solide régulier. On peut réduire l’expression de la . somme 
des carré» de ’ce*. perpendiculaire*^ à la -somme des carrés des perpendiculaires 

Rr 
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abnisAees d’un point pris dans le plan d'un polygone régulier sur les côtés de 
pe pblygone. 

Fjo. 5a.- Em effet, soit Y un point dans l’espace depuis lequel on abaisse des perpen- 
diculaires YQ sur les faces d’un angle solide régulier S. Que le rtotubçe de scs 
faces soit r(. Par Y qu’on fasse passer un plan perpendiculaire à l’;«c de l’angle 
solide ; et soient \ P des perpendiculaires abaissées du même point sur les côtés 
de la section. Soit r le rayon du cercle inscrit à la section ; cl soit Z son centre: 
On a , YQ.=YP sio. « ; donc,/ YQ’W.n.* <»/ YP*. Mai*. ($56) a/ YP* 
,== n (sr a +YZ a ); donc, a / YQ a = sin. a $ X n (ar*+YZ°]. Mais, r— SZcol. <$> 
donc , 2 f . YQ*=anSZ a cos.’<» -fn YZ a »iu. a $. 

Lorsque acos.” $=sin. a $ ; ou lorsque lang.*$ = 3; les coefliciens de SZ et 
de YZ sont égaux entr’eux ; alors, a/ YQ*=nsin.‘ , <t xSY*. Mais puisque 
sin. a <? + COS.*p= 1. 

Lorsque sin. a <p = acos.* 4 >; 3sin.'<ji= a 

/ YQ"— nXj SY a ; partant , lorsque SY est d’une grandeur constante ,/ YQ a 
est aussi d'une grandeur constante , et réciproquement. On a donc le théorème 
suivent. 

Théorème. Soit un angle solide régulier dans lequel les laces sont inclinée* 
au plan de la base sous un angle dont la tangente est an rayoo comme la diago- 
nale d'un carré est à son côté. Du sommet de cet angle solide comme centre 
avec un rayon quelconque, soit décrite une surface sphérique. D’un point pris 
sur cette surface soient abaissées des perpendiculaires sur les faces de l’angle 
solide. La somme des carrés de ces perpendiculaires est constante , et le triple 
de cette somme est égal au carré du rayon pris autant de fois que l’angle solide 
a de faces. 

Celle propriété a lieu en particulier pour l’angle solide de l’octaltc Jrc régulier; 
ou pour l’angle solide de la pyramide droite à base carrée dont les faces som 
des triangles équilatéraux. 

$ 94. 

Soit une pyramide régulière dont la hauteur est h. D’un point Y soient 
abaissées sur scs faces latérales des perpendiculaires YQ, et soit aussi Yq per- 
pendiculaire à sa base 

2/ YQ'+aYq*= anSZ*cos. 3 $-|-a Yq*-j- nYZ‘»ii». 3 <p 

= aB8Z a cos. a <*-f-a(h-SZ) a -|-nYZ a sin. a <f- 
= a SZ *( n oos . a <p-f- 1 ) — 41» X SZ -|- a bit -j-n YZ a *i». a <*. 
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Que la tomme de} carres de» perpendiculaires abaissées sur toutes le» faces 
(la buse y comprise) soit donnée de grandeur; le lieu des points Y est une 
surface sphérique , lorsque les coefBcicns de SZ 9 et de Y Z 9 sont égaux entr’euxj 
et parlant, lorsque ancos. s <f-J“a = nsit>. 9 ^=n(i-cos. a <f); Socos. 9 <f = n-a. 

, 1 n-3 

cos. $= — — } : 


bh 


rr X 


ou 


« 2 ( fi-t-i } • 2 fn-t-i ] « « « 

■ <P = — 2^— ; tang. 9 <» — — . 0r > <'=rtang. $ ; donc. 


Exemples. Soit n =3; lih = 8 rr; cos.$=£. Cela a lieu en particulier pour Te 
tétrahèdre' régulier. 

Soit la somme des carrés de» perpendiculaires abaissées sur toutes les faœ» 
désignée par S“. ■.•;■■■■ : S 

*S'=; SZ*— 4h X SZ-f-ahh -f. • YZ' ' 

j'aÿ’ss 1 6 SZ r — a4li x SZ 4- 1 ahh 4 . 1 6 YZ 9 
. , =(4SZ- 3b ) 9 + 3|tJ» J- 16 YZ 9 . 

; S"= ( SZ- f li )* bit 4 -YZ*. Or, le centre du tétrahèdre régulier est 

aux trois quarts de sa hauteur à compter depuis le sommet; parlant , SZ- J. U 
est l'abscisse prise sur la hauteur à compter depuis le centre du lolralièdre ; 
donc, ( SZ- J b)* -|-YZ 9 est le carré de la distance de Y au centre di» tétra- 
bèdre. Partant, le triple de la somme des carres dés perpendiculaires abaissée» 
d’un point de l'espace sur les faces d’un tétrahèdre régulier , vaut la somme r 
do la somme de» carrés des perpendiculaires abaissées du ceolTe du tétrahèdre' 
sur se» faces , et de trois fois le carré du rayon de la sphère inscrite au télialiètlre^ 
Soit n=4 j tang . 9 <p = 5 ; lili=.5rr. 
n.— 5 ; tang . 9 $=.4;, h = ar. 


* 


Ç 93. 

Soit un prisme droit si base régulière , dont la hauteur est aA, efdont'r est îS- 

le rayon du cercle inscrit à la base. Soit G le milieu de la hauteur. D'on 
point quelconque Y de l'espace soient abaissée» de» perpendiculaires sur les 
faces de cc prisme et sur ses bases. Soit aussi YZ perpendiculaire à la hauteur. 

Suit S" la somme des carrés des perpendiculaires à toutes les faces. 

On a aS"=n (3r*+YZ 9 )-f-4(Iib-j-CZ 9 ) = a nr 9 -f- 4hh-^nYZ'-f 4CZ*. Partant,, 
lorsque Sr' est une quantité constante, pour que les points Y soient- à' la surface 
d’une sphère ou doit avoir n = 4. Partait! , lés prismes droits à- base carrée sont 
tes seuls auxquels appartienne la propriété suivante. JL» surface d’une sphère «U 
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le lieu des points desquels abaissant sur leurs faces des perpendiculaires la 
somme de leurs carres est constante. Cette propriété appartient en particulier au 
cube ou heXahèdre octogone régulier. 

Le double de la somme des carrés des perpendiculaires abaissée» d'un point 
de l’espace sur les faces d’un parallélépipède rccluugle à base carrée , surpasse 
le double de celle somme relative au centre du parallélipipède , do quatre fois 
le carré de la distance de ce point au centre du paiallélipipède. 


$ 96. 

Ÿ10. 54. Soit un fuseau pyramidal composé de deux pyramides droites ayant une base 
régulière commune. D’un point de l’espace soient abaissées de» perpendicu- 
laires sur toutes les faces de ce solide ; on peut aussi déterminer la somme 
des carrés de ces perpendiculaires. 

Soient S et S’ les sommets des deux pyramides ; et soit C le centre du solide. 
Soit Y un point de l’espace duquel on abaisse sur les faces du solide les perpen- 
diculaires YQ , YQ’. Par Y soit mené un plan perpendiculaire à l’axe SS"; 
soient r et r' les rayons des cercles inscrits aux sections des deux pyramides 
par ce plan ; et soit Z le centre de ces sections, 
a J. YQ* =nsio.*<f (ar* +YZ’) 

a/ YQ' J =nsiD.'*(ar'* + YZ*). 

Donc, uS" =3 nsio.’o (r* -J-r^j-J-ao siu.’oXZY*. 

Or, r=SZcot.<$; r’^S’Zcot. 

Donc , aS"— annos.’c (SZ* -f S'Z’j-f-snsin.’oxZY’. 

Or , SZ’ -j- S'Z’= a SC’ f a CZ’. Donc , 

S" = ancos.’o(SC*|CZ’) + nsin.’oxZY’ 

= a n cos.’<j> X SC’ -f n ( a CZ’ cos. 5 $ -f ZY’ sin . *0 ). 

Application. Que les coefEciens de CZ’ et de ZY’ soient égaux enlr’eux j et 
parlant, soit taug.’^=a ; CZ*-f-ZY’s=CY’; partant, S"=a ncos.’^SC’-j-CY’). 
Or, a n SC’cos.’o est la somme des carrés des perpendiculaires abaissées du centre 
C sur les faces du polyhèdre; et partant, lorsque tang.’<f = 2 ; le triple de la somme 
des carrés des perpendiculaires abaissées d’un point dans l’espace sur les faces du 
solide, surpasse le triple de la somme des carrés des perpendiculaires abaissées du 
centre du polylièdre sur les mûmes faces , du carré de la distance de ce point au 
centre pris autant de fois qu’il y a de faces. Parlant, lorsque celte somme est 
constante , les points Y' sont il uue surface spbeïique dont C est le centre. 

Cela 
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Cola aliou en particulier pour l’oclahèdre-liexagone régulier, qui est un fuseau 
pyramidal , compose' de deux pyramides droites à bases carrées, et dont les faces 
sont des triangles équilatéraux. 

Nous venons de voir que les solides réguliers du plus petit nombre de faces, 
le létrahèdre-te'lragone, l'hexahedrc-octogone, et l’oclalièdre-beiagone, donnent 
lieu k une propriété' locale de la surface sphérique , relativement à la somme 
des carrés des perpendiculaires abaissées sur leurs faces. Il est naturel de pro- 
céder à la même recherche sur le dodécahèdre-icosagone et sur l’icosahèdrc- 
dodécagone. 

$ 97 - 

Lemme connu. Dans le dodécahèdre-icosagone régulier , la tangente du 
supplément de l’inclinaison de deux faces est double du rayon. Parlant, le 
carré du sinus et le carré du cosinus de ce supplément sont respectivement 
les j et la £ du carré du rayon. 

Soit regardé le dodécahèdre-icosagone régulier comme reposant sur une de 
ses faces prise pour base , la face opposée sera appelée base supérieure. On 
peut regarder les faces adjacentes à chaque base comme appartenant à la sur- 
face latérale d’une pyramide droite tronquée; partant, quant à l’objet de la 
recherche actuelle , on peut s’occuper des solides composés de deux troncs 
pyramidaux égaux , appartenant à des pyramides régulières égales , opposées 
sur une base commune. 

Soient S et 8' les sommets des deux pyramides auxquelles sppartiennent les Fie. 5S. 
deux troncs pyramidaux. Soit C le centre de la base commune des deux troncs, 
ou le centre du solide. Soirnt c et c' les centres des deux bases. Soit Y le point 
duquel on abaisse des perpendiculaires sur toutes les faces. Par Y soit un plan 
parallèle aux bases , qui rencontre en Z l’axe du solide. Soient r et r les rayons 
des cercles inscrits aux sections des troncs par le plan parallèle aux bases. Soit 
n le nombre des côtés de chaque base ; soient YQ et YQ’ les perpendiculaires 
aux faces latérales des troncs ; et soient Yq et Yq' les perpendiculaires aux 
deux bases du solide. 


Sa 
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a/ YQ* = d ( ar* +Y Z a ) sin. a * 

9/ YQ' a = n(2.' a +YZ a ) sin. a $ 

9Yi|*+a Yq ,, = 4Cc’+4CZ*. 

De là ; aS"= an(r*+r") sin. Vf- 4 Cc*+ a n X YZ a sin V + 4CZ*. 
Or , r — SZ cot. <p 
r'= S'Z cot. * 


r*+r' a =(SZ a -)-S'Z a } cot. s 4 ; et(r a +r’ a ) sin.\j=(SZ a +S'Z a )cos. a 4 
=a(SC a +CZ*) cos. a <, ; de tt , 

S"=an (SC a -fCZ a , cos.*4+a<V+nXYZ a sin. a < r +iCZ a 
= 2nSC a cos. a $-{-9Cc ll +nX YZ a sin. a <f+aCZ a ( ncos. a <j+t). 


Partant , la somme S" étant supposée donnée de grandeur , le lien des points 
Y est une surface sphérique , lorsque les coefficicns de YZ a et de CZ a sont 
égaux entr’eux ; et partant, lorsque 

nsin.\p=2(ncos.\f-f"i); et parlant, 5 n cos. *45=0-3 ; 

s n-2 . „ s(n-f-t) , afn+i) 

cos. <f=-j — • : sin. <*= — — E— ; tang. 4= — . 

5 u 3u 0 ti-a 

Exemple. Soitn = 5; cos. a 4 = ^; sin. a 4 = $ ; lang.4=3 ; ce qui alieu (lemme) 
dans le dodc'cahcdre régulier. Cc = SCco». 4; partant, S ,, = iaCc î -f _ 4CY a . 

Parlant, la somme des carrés des ’ perpendiculaires abaissées d’un point 
quelconque de l’espace sur les faces d’un dodécahèdre régulier, surpasse la 
somme des carrés des perpendiculaires abaissées du centre sur ces faces , du 
quadruple du carré de la distance de ce point au centre. Partant , si du centre 
d’un dodécahèdre régulier avec un rayon quelconque on décrit une surface 
aphérique ; la somme des carres des perpendiculaires aux faces du dodécahèdre 
abaissées d’un point quelconque de cette surface sphérique , est constante. 

Je passe à considérer sous le même point de vue l’icosuhèdrc-dodécagono 
régulier; en foisaul précéder quelques lémures relatifs à ce solide. 


$ 98. 

Eemme premier. Soit une droite coupée en moyenne et extrême raison ; 
l’excès du carré de toute la ligne sur le carré de sa grande partie est égal au 
rectangle de toute la ligne par celte partie. 

F10. 56. Soit AB une ligne coupée en C en moyenne et extrême raison ; j’afBrme 
que AB a — AC a = AB x AC. 


1 
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Démonstration. AC’=ARXDC; donc, AB*— AC*® AB ( AB-BC)= ABx AC. 

Lemme second , connu. Soient un pentagone et un décagone régulier» inscrits 
su même cercle. Le carré du côté du pentagone est égal à la somme des cuites 
du rayon et du côté du décagone. , 

Lemme troisième. Soit un icosalicdrc-do décagone régulier. Soit prise la 
pyramide régulière à base pentagone dont le sommet est un des sommets de 
ce polylièdre , et dont la base passe par les extrémités des arrêtes adjacentes à 
ce sommet. J’affirme tpie la hauteur de celte piyrauiidc est égale au côté du 
décagone inscrit au même cercle que la base. 

Soit S un des sommets de l’icosaltèdre. Soit C le centre , cl soit CA le rayon p l0 ^ 
du cercle circonscrit au pentagone dont les sommets sont aux extrémités des 
arêtes passant par S; soit SA une de ces arrêtes, qui est égale au côté de ce 
pentagone. J'affirme que SC est égale à la grande partie du rayon CA coupé en 
moyenne et extrême raison , ou qu’elle est égale au côté du décagone inscrit 
au cercle dont CA est le rayon. 

En elTet , S A’= AC’ -(- SC’ ; mais SA est le côté du pentagone inscrit au cercle ■ 
dont CA est le rayon ; donc (lemme second) SC est le côté du décagone inscrit 
au même cercle ; ou SC est la grande partie du rayon CA coupé eu. moyenne et 
extrême raison. 

Domine quatrième. Soit tin icosahèdrc-dodécagone régulier, Soient consi- 
dérées deux des pyramides pentagones qui ont pour sommets deux des sommets 
opposés de ce polylièdre , et dont le» bases passent par les extrémités îles 
arrêtes adjacentes à ces sommets. J'affirme que la distance des bases de ces 
pyramides est égale au rayon du cercle circonscrit à l'une de ce» bases. 

Soient Sel S' deux sommets opposés d'un icosalièdre-dodécagone régulier; et 
parlant , soit SS' un de» axe» de ce polylièdre. Soient SC et S'C' les hauteur» 
des lieux pyramides qui ont leurs sommets en Set en S‘ , et dont les bases passent 
par les extrémités des arrêtes adjacentes à ces sommets. Soient CA ét C'A’ le* 
rayons des cercles circonscrits à ces bases ; soient SA et S'A’ deux côtés de es 
polylièdre , cl soit CC' la distance de ces deux hases. J’affirme que CC— CA. 

Démonstration. Dans le triangle SAS' rectangle en A, ‘SS’ t’SA — SAtSC; 
et parlant, SS' : SC = SA’ î SC*; 

et SS' : aSC = SA* t aSC’ 

Donc, SS'-aSC : SCr^SA’-aSC’iSC», 
ou, CC' : SC=SA’-aSC’:SC* 
ci CC'xSC— SA’-aSC’üAlA’-SC’. 
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Mais ( lemme troisième ), SC est la grande partie de CA coupee en moyenne 
el extrême raison; et parlant, CA*- SC*=CA X SC; doucCC*=CA. 

Corollaire. SC*-j-CC"= AS’. 

Application. De là , on peut déterminer fa relation qui règne entre le* 
inclinaisons à la base ( d’une des 'pyramides pentagones mentionnées dans les 
lentmcs pre'ce'detis) , des faces adjacentes à celte base, et situées de part et 
d’autre d’elle. Soit h la hauteur d’une des faces de .l’tcoaahèdrc ; L*= ï AS*, 

ou , AS*= f kh ; donc , SC* -f-CC'*= | hh ; et = ‘. Or, Ç et Ç 

sont respectivement les sinus des inclinaisons à la base de la pyramide des faces 
qui sont adjacentes à cette base el situées de part et d’autre d’elle ; donc , 
appelant ces angles <? et <f ' , on a sin.*<$ -f sin. *,<?'= J 
De là, cos.’$ -f cos. V=§- 
Item, lin. 1 * -f sin.*o'= a (cos.’<f -f-cos. V)- 

Soit un icosabèdre-dodécagone régulier dont on joint deux sommets opposés 
par une ligne droite que j’appellerai son axe. Soient des plans passant par les 
extrémités des arrêtes adjacentes à ces sommets; ces plans sont les bases de deux 
pyramides pentagones droites ayant les mêmes sommets. On peut décomposer 
la surface de l’icosabèdre dans les surfaces latérales de ces deux pyramides , et 
dans la partie de cette surface comprise entre ces deux bases. Or , cette partie 
se décompose elle-même en deux autres , qui appartiennent à des surfaces de 
pyramides droites ayant leurs axes sur la même droite. Partant ; quant à l’objet 
présent , on est appelé à s’occuper des solides , terminés d’une part par deux 
troncs pyramidaux, égaux entr’eux , construits sur une même base, et par 
deux pyramides droites aussi égales cnlr’elles , décrites sur les bases opposées 
de ces troncs. 

Soient S et S' les sommets des deux pyramides ; soient s et s' les sommets des 
pyramides auxquels les troncs appartiennent. .Soit C" le centre du solide. 
Soient $ et <*' les inclinaisons des faces des pyramides et de celles des troncs 
pyramidaux aux plans des bases. Soit Y un point depuis lequel on abaisse des 
perpendiculaires sur les faces du solide. Soient YQ et YQ" les perpendiculaires 
abaissées sur le* faces des pyramides; soient Yq, Yq' les perpendiculaires 
abaissée* sur les faces des troncs. Par Y soit mené un plan perpendiculaire 
à l’axe du solide et qui le rencontre en Z. Soient R et R.' les rayons des cercles 
inscrits aux sections des pyramides parce plan, et soient r et r’ les rayons 
des cercles inscrits aux sections des troncs pyramidaux par le même pian. 

«/• 
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3 / YQ’=n(aR > -|- YZ’) sin.’ * 3 J. Yq’=n(ar* + YZ*) sin. V 

*f. YQ”=n (aR" + YZ’) sin.’© 3 / Yq”=n (3r* + YZ?)s»n. V 

a S" = an sin.’© ( R’ -f R”) + an sin.*©’ (r* + r") \ anYZ*(sio.*© + sin.’ ©'). 

Or , R =SZ cot. © r=sZcot.©’ 

R'=S'Zco«.$ r'=s'Zcot.©' _ ,i 

Donc , S" = n co».’<> ( SZ’+S'Z’J-J- n cos.’< > '(sZ’4.s'Z , ;4.nYZ , (sin- , <» +«« ’«')*, 
Or, SZ* -|- S'Z*= aSC"’ -f 3C"Z* 
sZ’-j-s , Z , =3sC'”-faC"Z*. 


Donc, S’ ' = ancos.’<ïxSC' ’-t-ancos.’©x*C , +anC"Z’(co« 3 <H-e<n. :, <> )+nYZ (an. <>+sio. © )• 


Partant, la somme S" e'tant donnée de grandeur, le lieu des points Y est une 
surface spiiérique , lorsque les coefüciens de C"Z’ et de YZ a sont égaux entr’eux ; 
et partant (indépendamment de toute valeur de n) , lorsque sin. ’© -f- sin.’© 
==a(cos.’©-f-cos.V). Or, cela a lieu en particulier pour Hcosabèdre régulier; 
partant, pour l’icosahèdre régulier le lieu des points Y est une surface spiiérique. 
Item , les expressions SC" cos. © et sC'cos. ©’, sont respectivement les perpen- 
diculaires abaissées du centre du solide sur les faces des pyramides, et sur celles 
des troncs pyramidaux. Parlant , on obtient le théorème suivant. Du centre 
de l’icosahèdre régulier et d’un point quelconque de l’espace soient abaissées 
des perpendiculaires sur toutes les faces de ce solide ; le triple de la somme 
des carrés des perpendiculaires abaissées d’un point quelconque; de l’espace, 
surpasse le triple de la somme des carrés des perpendiculaires abaissées du 
centre , du carré de la distance de ce point au centre pris autant de fois que 1©, 
solide a de faces. Partant , si du centre de l'icosahèdre régulier avec un rayon 
quelconque on décrit une surface sphérique; et si d’un point de cette surface, 
sphérique on abaisse des perpendiculaires sur les faces de l'icosabèdre, la somme 
des carrés de ces perpendiculaires est d’une grandeur constante. 


'. i -i i 
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On peut étendre les recherches de ce genre à d'autres polyhèdres dans- 
la classe desquels ne sont pas compris les solides réguliers ; je vais en donner 
encore un exemple. . .. . , :n;r. f> 

Soit un solide terminé d’une part par un prisme droit à base régulière, et de- 
l’autre par deux pyramides droites égales décrites sur les bases de ce prisme. 
D’un point de l’espace soient abaissées des perpendiculaires sur les faces de ce 
polybèdre; et soit prise la somme des carrés de ces perpendiculaires. On 
demande l’expression de cette somme. 
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Soit R le rayon du cercle inscrit aux bases du prisme; et soit ah la hauteur* 
du prisme. Soient S et S’ les sommets des deux pyramides. Soit C le centre du 
polyhèdre , et soient YQ les perpendiculaires abaissées sur les faces du prisme; 
soient Yq et Yq' les perpendiculaires abaissées sur les faces des pyramides. 

Soit $ l’inclinaison d’une face de la pyramide à la base du prisme. Soient rcl J 
les rayons des cercles inscrits aux sections des pyramides par un plan parallèle 
aux bases et passant par Y ; et soit Z le point où ce plau rencontre l'axe. 
af. YQ 3 = n(aR 3 +YZ 3 ). 
a/l Yq 3 = n(ar 3 -f-YZ 3 ) sin . 3 $ 
a f. Yq ' 3 = n(ar' 3 +YZ3) sin. 3 * ; 

Doué, a S" = au (R 3 +(r 3 +r’ 3 ) sin. 3 $) -J-nYZ 3 (l-f-asin.3<j) 

Or ; r , = ®, * C °*' *; (r 3 +r' 3 Jsin. 3 ^=(SZ 3 +S'Z 3 :cos. 3 <»= 3 (SC 3 +CZ 3 }eos. , <,. 
r=os cot. <f 

Doue, a S"= an (R 3 +a(SC 3 +CZ3) cos. 3 <t ) -j-nYZ 3 (i4-asin. 3 <p). 

an R 3 -f- 4nSC 3 cos. -f- 4nCZ 3 cos. 3 <p + n YZ 3 ( t +asin. 3 <f ). 

Partant , la somme S" étant donnée ; le lieu des points Y est une surface 
sphérique , lorsque les cocfficiens de CZ 3 et de YZ 3 sont égaux entr’eux; et 
partant, lorsque 4cos. 3 $=l+asin. 3 <j>; 

De là, a(i+cos. 3<t0 = i+(i-cos. a$); 5cos. a$ = o; cos. a$=o. 

Donc , 34 = 1 Dr ; <f =3 D. 

Que le nombre des faces latérales de chaque pyramide ne soit que la moitié 
du nombre des faces latérales du prisme, 

1 On a l’équation, aS"= n ( a R 3 +YZ*) -f-n (r 3 +r' 3 +YZ 3 ) sin.J<j ; d’où l’on 
tire aS "=n X aR 3 +n (SZ’+S'Z 3 ) Cos. 3 <p + nYZ 3 ( x4-sin. 3 $) 

= nX aR 3 +anSC 3 cos. 3 <j+anCZ 3 cos. 3 4 +uYZ 3 (i- 4 -sin. 3 <f). 

Le lieu des points Y est une surface sphérique , lorsque les cocfficicns de 
CZ 3 cl de YZ 3 sont égaux enlr’eux , ce qui a lieu lorsque acos. 3 $ = l -J- sia . 3 ; 
ou, 5cos. 3 $=a; 3sio. 3 <j=x ; tang. 3 <jœ=^; cot. 3 <>=a; cos. 01 ) 1 = 5 . 

Cela a lieu en particulier dans le dodécahèdre-tétradécagone , terminé par 
douze rhombes, lesquels forment quatorze angles solides. Huit de ces angles 
solides sont formés par trois angles obtus de ces rhombes , et les six angles 
solides reslans sont formés par quatre angles aigus de ces rhombes. 

On peut concevoir ce solide comme tirant son origine sou du cube oit 
hëxahèdre- octogone régulier , soit de l’octabèdrc - hexagone régulier, en 
faisant passer par chacune des arrêtes de oes solides des plans également incliné» 


Digitized by Google 


I 


ET D’ANALYSE ALGÉBRIQUE. 167 

aux faces adjacentes à ccs arrêtes. Ce solide se présenté souvent dans la nature , 
et en particulier- dans la cristallisation ; le fond des ruches des abeilles est 
conforme à ses angles solides trilièdres. 

On peut aussi obtenir un solide rbomboïdal demi- régulier , par le dodéca- 
lièdre-icosagone , ou par l'icosabèdre-dodêcagone , réguliers, en faisant passer 
par chacune des arrêtes de ces solides des plans egalement inclines aux faces 
adjacentes Ou obtient un solide termine' par trente rhombes qui forment trente- 
deux angles solides ( et partant ce solide est un triaconlahèdre-duolriaconla- 
gone ) ; vingt de ces angles solides sont trilièdres , et formes par trois angles 
obtus de ces rhombes; et douze de ces angles sont penlahèdres et forme's par 
cinq angles aigus des mêmes rhombes. Je ne sais si ce polybèdre a sou type dans 
la nature. 

Scho/ir, J’ai étendu plus loin mes recherches analogues aux précédentes; et 
je me suis occupé de la somme des cubes des perpendiculaires abaissées sur 
les faces d’un polybèdre symétrique , depuis un point pris en dedans de lui. J’ai 
trouvé entr’aulres (le létrahèdre excepté} que la surface d’une sphère est le 
lieu des points ( intérieurs au solide } de chacun desquels abaissant sur les faces 
d’un polybèdre régulier des perpendiculaires , la somme de leurs cubes est cons- 
tante. Mais je crois devoir abandonner aux jeunes géomètres cet exercice 
de méditation. 


CHAPITRE QUATRIÈME. 

De V application de l'analyse algébrique à la recherche des lieux 
au plan et à la surface sphérique. 

J. 100. 

JDe même qu’on détermiue la position d’un point sur uo plan par le» 
distances de ce point à deux droites données de position sur ce plan ; aussi, on 
détermine la position d’un point dans l’espace par les distances de ce point à trois 
plans donnés de position dans l’espace , et en particulier par ses distances k 
trois [dans perpendiculaires cnlr’cux. Ces plans sont appelés coordonnés ; leur 
point de section est appelé l’origine ; les perpendiculaires aux plans coor- 
donnés abaissées d’un point sont appelées les coordonnées de ce point. 

La commune section de deux des plans coordonnés est perpendiculaire ait 
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troisième de ces plans. La perpendiculaire abaissée d’un point sur une de ce» 
communes sections en retranche depuis l'origine une abscisse égale à l’ordonnée 
au plan auquel celle commune section esl perpendiculaire. Il esl donc iudifl'é- 
rent de rapporter un point à trois plans coordonnés par des droites perpendi- 
culaires à ces plans, ou de le rapporter à trois droites données de position 
perpendiculaires enlr’elles , par des perpendiculaires à ces droites ; en prenant 
pour coordonnées les abscisses retranchées de ces droites depuis leur point de 
section. Les communes sectio.ns des plans coordonnés sont appelés axes coor- 
donnés. Les abscisses retranchées de ces axes depuis l’origine par les perpen- 
diculaires abaissées sur eux depuis uu point sont aussi les coordonnées de ce 
point ; ces coordonnées sout ordinairement désignées par x , y, z. Les axes 
desquels ces coordonnées sont retranchées sont appelés les axes des x , des^ 
et des r respectivement. Le plan sur lequel sont les axes des x et des y est 
appelé le plan des xy; on a de même le plan des xz et le plan des j'X. Le point 
dont les coordonnées sont x,y,z, esl souvent appelé pour abréger le point xyz. 

Il suit de ces définitions , que la somme des carrés des coordonnées d’un 
point est égale au carré de la distance de ce point à l’origine. Soient SX, SY,SZ, 
les trois axes coordonnés. Soit A un point duquel on abaisse sur le plan XSY 
des xy la perpendiculaire Ax ; du point x soient zx et zy perpendiculaires aux axes 
SX et SY des x et des^. Les droites Az, Sx , Sy, sont les coordonnées du point 
A. Dans le plan XSY, Sx*+Sy a =Sz s ; donc, Sx s +Sy s -l- Az a =Sz s + Az^SA 3 ; 
donc, xx+j i )'-fzs=SA a . 

« ■ Æ. J. Or, £ 


De là 


sa 3 ï Sa 


£S 

sa t 


SV* S Â ’ SV’ SODl respectivement 


les cosinus des angles que la droite SA fait avec les axes des x des y et 
des z ; ou les sinus des angles que la même droite fait avec les plans coor- 
donnés des y z , des xz, et des xy respectivement. Partant , la somme des carrés 
des coordonnées d’uu point est égale au carré de la distance de ce point h 
l’origine ; et la somme des carrés des sinus des angles qu’une droite menée par 
l’origine fait avec les plans coordonnes , ou la somme des carrés des cosinus des 
angles que celte droite fuit avec les axes coordonnés, est égale au carré 
du rayon. 

Corollaire. La somme des carrés des cosinus des angles que la même droite 
fait avec les plans coordonnés , ou la somme des carrés des sinus des angles 
qu’elle fait avec les axes des coordonnées , esl double du carré du rayon. 

Application. Soit une droite quelconque située dans l’espace. Par l’origine 
soit menée à celte droite une parallèle. Les inclinaisons de ces deux droites 

aux 


Digitized by Google 


ET D’ANALYSE ALGÉBRIQUE. jR 9 

aux plans coordonnes ou aux axes coordonnes sont respectivement les mêmes. 
Partant , pour une droite quelconque menée dans l’espace , la somme des carre» 
des sinus de ses inclinaisons aux plans coordonnés , ou des carrés des cosinus de 
ces inclinaisons aux axes coordonnés, est égale au carré du rayon; et la 
somme des carrés des cosinus de ses inclinaisons aux plans coordonnés , ou celie 
des carrés des sinus de ces inclinaisons aux axes coordonnés , est double du 
carré du rayon. 

$ loi. 


La grandeur et la position d'une droite est déterminée par deux points ; et 
en particulier par les coordonnées de ces points. De là , on peut déterminer 
dans les coordonnées de deux points d'une droite , rapportés à trois plans coor- 
donnés , tant la distance de ces points que les inclinaisons de celte droite à ces 
plans , et les positions des points dans lesquels elle rencontre chacun de 
ces plans. 

Soient A et A' deux points dans l’espace. Soient A* , Sx , Sy, les coordon- 
nées du premier de ccs points. Az, Sx 1 , Sy', les coordonnées du second de ces 
points. AA' î =.(A'z'-Az) ï -j-xx' î = (A'z'-Az) î -}-(Sx-Sx') î -j- (Sy-Sy’) a . Quelcs 
coordonnées du premier point comptées sur les axes SX, SY, SZ , soient rt,b,c, 
respectivement ; que les coordonnées du second point comptées sur les mêmes 
axes, soient a', 6’, c, respectivement; on a l'équation AA ,J =(«-a'; ! +(6-è') a 4-(c-c')s. 
Savoir , le carré de la distance de deux points est égale à la somme des carrés 
des différences de leurs coordonnées correspondantes. 

Par A soit menée à A'i une perpendiculaire Aa ; elle sera parallèle au 
plan XSY et égale à zz'; l’angle A'Aa est l’inclinaison de AA! au plan XSY. 


A’a (c'-cŸ 

La tangente de cet angle est -r— ; le carré de celte tangente est . 1 .» , » ; 

0 0 Aa ’ 0 (a-a )’ -f- [b-b’j ' 


le carré du sinus de cet angle est r» 

0 f rt—et 1 


fc'-el’ 


cosinus est - 


[a-a'Ÿ+th-b')* 


( ô-o/f ( b-b’f -j- ( c-c } 


rrji le carré de son 


■ r . - ,- , m tï- On obtient de même la tangente , le îiou» 

(a-a ) -j- (b-b ) -f- (c-c ) 0 

et le cosinus de chacun des angles que la droite AA' fait avec les deux autre» 
plans coordonnés. 

En particulier ; lorsque c=c , la droite AA’ est parallèle au plan des xyi 
lorsqu’on a en même tems a=a', b —b', la droite AA' est perpendiculaire au 
même plan. 

Définitions. D’un point soit abaisse'e sur un plan une perpendiculaire; 

Vv 
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Je pied de Cette perpendiculaire est appelé' la projection orthographique , ou 
simplement la projection du point sur ce plan. De deux points d’une droite 
soient abaissées sur un plan des perpendiculaires; la droite qui joint les pieds 
de ces perpendiculaires sur ce plan est appelée la projection orthographique , 
ou simplement la projection de la droite sur ce plan. De même la projection 
d’une droite sur une droite est la partie de cette dernière comprise entre les 
perpendiculaires ahaissées sur 'elle depuis les exlre'milés de la première. Une 
droite est à sa projection sur un plan comme le sinus total est au cosinus de 
son inclinaison à ce plan ; et partant , la somme des carres des projections 
d’une droite sur trois plans coordonnes est double du carré de cette droite ; et 
la somme des carrés des projections d’une droite sur trois axes coordonnés est 
égale au carré de celte droite. 

La droite zi qui est la projection de la droite AA’ sur le plan XS\ des xy , 
est déterminée par les points z et z’ , et partant, par les coordonnées a, b, a , b , 
de ces points. Partant , l'équation de z i sur le plan XSY est 

XX “p \y X Danscelte équation, ss'=y((a-a') i -Hb-b') a )i 

1) b* 

—~P~ est le cosinus de l’aDgle que la perpendiculaire abaissée depuis l’origine 

sur la droite 21 fait avec l’axe des x ; —~r est le sinus du même angle , ou le 

cosinus de l’angle que cette perpendiculaire fait avec l’axe des^; et -- - , — est 

-• _ ss 

la perpendiculaire elle-même abaissée sur es depuis l'origine. 

L’équation de la projection de AA' sur le plan YSZ des yz est de meme, 
c-c' . b' -b b' c-bc 

yX ylJbjÏÏ^-He-c'))* + ZX V'ïîb-b' P+Coc 7 ? 

L’équation de la projection de AA' sur le plan ZSX des zx est de même. 


c-c , a -a __ a c-ac 

y ” ({a-d) iJ r{c-c )*y ZX y {{a- a) 7 -He-c'ÿs} y ({a- a P-Hc-c')*)* 

f I ^ 

Dans l’equation x X yX^b-bT-Ha-a'Ÿ) + yX y ((b-b')H(a-aY) 

a'b-ab' 

—yTib-W-Ha-aff * 


soit y—o, *= 


soit x=o , y =- 


a r l>- ab r 

~bl> 7 ~ 

a r b-ab r 


On obtient ainsi les expressions des distances à 
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l’origine, de* points dans lesquels la projection de AA’ sur le [dan XSY des .vy 
rencontre les arcs SX cl S Y des x et des y. 

On obtient de même les points dans lesquels les projections de la droite AA 
sur le plan XSZ des - * cl de» s , et sur le plan A SZ des y et des z, rencontrent 
les aies SX et SZ des x et des z , cl les axe* SY et SZ des,)' et des r. 

La connoissance de deux des projections d’une droite sur les plans coor- 
donnes, détermine la position de cette ligne dans l’espace. En effet, parce» 
deux projections soient menés des plans perpendiculaires aux plans coordonne» 
sur lesquels elles sont situées, la commune section de ccs deux plans est la 
droite dout elles sont les projections. Parlant , deux quelconques des équa- 
tions des projections d’une droite sur les plans coordonne'», forment un système 
d’équations qui est celui des e’qualions de celle droite. En effet , deux quel- 
conques de ce* trois équations étant données , si on eu chasse celle des in- 
connues qui leur est commune, on obtient entre les deux autre» inconnues 
la troisième de ces équation». 

§ 102 . 

Soient deux droites dont on connoît les position» par les angles qu’elle» 
font avec les axes de» coordonnées. On demande l’inclinaison de ces droite» 
cnlr’elle». 

Lorsque deux droite» sont respectivement parallèles à deux autres , l’incli- 
naison des deux premières entr’elles est égale à l’inclinaison de» deux dernières 
cnlr’ellcs. Partant, la question proposée peut toujours être ramenée au cas 
dans lequel le» deux droites douuécs de position passent l’une et l’autre par 
l’origine des coordonnées. 

Soient donc SA, SA’, deux droites menées par l’origine , et qui font avec les 
axe» SX , SY, SZ, les angles a et «' , C et C*, y et y , respectivement. Ou demande 
l’angle qu’elle» forment cnlr’elle». 

Soient prises sur ccs droites des longueurs quelconques SA et SA' égalas 
cntr’clle* par exemple. Soient A», A Y, perpendiculaires au plan Y SX j et 
soient zx , rx', zy , z'j perpendiculaires à SX et à SY. On a 
AA' 3 =8A*-j-SÀ' s — flASxSA’ cos. ASA'sfe 4SA*sin.s J ASA*. On a aussi, 
A A' 3 — SA* ((cos. a - eus.*')' 1 -j- (cos. C -cos. Cf \ (cos. y-cos. y f). 

Or , cos. 3 «-(-coa. 3 C-J-cos. 3 > = 1 

cos. 3 «’ -f- cos. 3 C’ cos. 3 >/ i . (r ioo j- 

Donc, 4sin. 3 j ASA’=2-3 ( cos. a cos. <t'-j -cos. C cos. C -f- cos. y cos. y r )} 

De là , cos. ASA' — cos, «cos. «’-J-cos. C cos. C -j -cos. y cos. y r 
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Savoir , le cosinus de l'angle que font enlr'clles deux droites dont on connoSt 
les positions relativement aux axes coordonnes, est égal à la somme des produits 
des cosinus de leurs inclinaisons aux mêmes axes. 

Lorsque les deux droites sont perpendiculaires l'une à l’autre , on a l’équation 
cou. a cos. a -f- cos. C cos. * + cos. y cos. y — O. 

Pour que les deux droites soient parallèles l'une à l’autre on doit avoir 
l'équation , cos. a cos. * -j- cos. C cos. C -f cos. y cos. y =■ 1. 

Je passe à traiter de l’équation du plan. 

§ io3. 

De même que l'équation de la ligne droite a été obtenue (J 5 g), par 
la grandeur de la perpendiculaire abaissée sur elle depuis l’origine , et par les 
angles que celle perpendiculaire fait avec les axes. Aussi , la manière la plus 
commode de déterminer l’équation d’une surface plane me parolt être de 
l'établir par la grandeur de la perpendiculaire abaissée sur elle depuis l’origine , 
et par les-angles que celle perpendiculaire fait avec les axes coordonnés. 

Soit donc SD = r/ la perpendiculaire abaissée sur un plan ri depuis l’ori- 
gine. Que cette perpendiculaire fasse avec les axes SX, SY, SZ , des x , des_y, 
des s, des angles a, C, y, respectivement. D’un point quelconque A du plan 
soient abaissées sur les axes SX, SY, SZ, des perpendiculaires qui retranchent 
de ces axes les abscisses Sx , Sy, Sx , lesquelles soient x, y, z , respectivement. 
On a($i8, a." Appl.) l’équation SD=SA cos. ASD=r/=x coa. a+ycos. C-\-zcos. y; 
pour l’équation du plan. 

Dans celle équation , les angles «, C, y 9 que la perpendiculaire SD fait avec 
les axes SX , SY , SZ , sont aussi les angles que le plan n fait avec les plans 
YSZ , XSZ , XSY , des .y s , des xz , et des xy (i). 


(i) Le procédé que je viens d’exposer pour étalilir l'équation du plan diffère de celui qui 
est ordinairement suivi dans les ouvrages qui traitent de l’application île l’algèbre à la géo- 
métrie ; parmi lesquels il me suffira de citer l'excellent ouvrage de Biot, intitulé : Estai de 
géométrie analytique appliquée aux courbes et aux eurfaett du second ordre. La manière dont 
je parviens à celle équation est tout à fait analogue i celle dont j’ai obtenu l’équation de 1a ligne 
droite; elle est fondée sur les mêmes principes, savoir, sur la doctrine du centre des moyennes 
dislances. Celte équation détermine immédiatement la nature des coefficiens des indéter- 
minées, et celle de la constante; elle me paroît fort lumineuse dans ses applications, et elle 
indique avec facilité la nature des résultats obtenus. Il me suffira de citer comme eiemples, 
la recherche de l’inclinaison de deux plans dont on connoit les équations, la recherche de 
l'équation du plan qui passe par trois pointa donnés, dans les coordonnées de ces points; 

$ io4. 
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f io4. 

L’e'quation du plan que je Tiens de de'lerminer est iire'e des propriétés du 
eentre des moyennes distances développées dans la dissertation préliminaire , 
et de leur application aux parallélipipèdes. On peut éclaircir celte équation 
d’une manière géométrique , en admettant un principe connu de la trigono- 
métrie sphérique , tel qu’il suit. 

Lemme connu. Soit un angle solide triangulaire dans lequel deux des faces 
sont perpendiculaires l’une à l’autre. Le produit du rayon par le cosinus de la 
face opposée à l’angle droit , est égal au produit des cosinus des deux autres faces. 

Soit S l’origine. Soit SP la perpendiculaire au plan n abaissée depuis l’origine. 
Soit SP’ la perpendiculaire abaissée de l’origine sur la commune section du 
plan n et du plan XSY des x et des y. Soit M un point quelconque du plan n. 
Du point M soit MQ perpendiculaire au plan XSY ; et soitQx perpendiculaire 
à SX; soit aussi QQ' perpendiculaire à P’X, et soit Q'x’ perpendiculaire à 
SX ; enfin , soit Qq perpendiculaire à Q'x’ ou parallèle à SX. Soit menée MQ . 

SP = SP’cos. PSP'= {Sx'cos. P'SX+QYsiu. P'SX) cos. PSF ( § 5t) ) 

= ((Sx-j-xx’)cos. P’SX+:Qx-fQ'q)sin. P'SX) cos. PSF 

= ( Sxcos. P’SX+Qxsin . F SX)cos.PSF -f-(xx'cos. P’ SX-f-Q'qsin . F SX)cos. PSP'. 

Or , Sx cos. P’SX cos.PSF=Sx cos. PSX 
Qx sin. P'SX cos. PSP'= Qx cos. PSY ; 
et puisque P’SX=Q'Qq ; xx’ cos. P'SX-j-Q q sin.P’SX— QQ'— MQ tang. PSF 

et (xx'cos.FSX+Q'qsin.FSXj cos.PSF=MQsin.PSF=MQcos.PSZ. 

Donc , SP— Sxcos. PSX-fQx cos.PSY-|-MQcos.PSZ 

Ou , d = x cos. PSX+ y cos. PSY -|- z cos. PSZ 
= x cos. « 4 . y cos. G -)- z cos. y. 

5 io5. 

Dans l’équation du plan x cos. *-\-y cos. C-}-z cos. y— d •, soils = o. Les 
points du plan correspondans à cette supposition sont situés sur le plan XSY 
des x et des,)'. Parlant, on obtient l’équation de la commune section du plan n 

et eu général la recherche de 1 ’éqnation du plan qui passe par des pointa donnés ou qui 
touche des splièrt s données , en nombre suffisant pour le déterminer. 

L’auteur profond de la Mèchanique analytique a été appelé (pag- 33) à considérer sous 
cette forme l’équation d’un plan qui passe par l’origine des coordonnées , dans lequel cas deaso. 

Xx 


F 10 . 5). 
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et du plan XSY , laquelle est r/=.vcos. PSX+j'Cos. PSY=* cos. * +y cos. C. 

Or, rf= SP'cos. PSP'; donc, SP'cos. PSP==*cos. PSX -fj' cos. PSY. 

Or, cos. PSX = cos. PSP'cos. P'SX p-çv-U p'«v 

nev ncir n-cv i donc , SF=xcos.FbX-r»cos.r Si j 

cos.PSY=cos. PSP cos. P SY 

conformement à l’équation de la ligne droite (J 5 g). 

On dc'tcrmine de meme les équations des communes sections du plan n cl do 

chacun des deux autres plans coordonnes. 

Soit * = o , y — o ; d—x cos. PSX = *cos. x ; x—dsec. « 

z — o, . . x—o y = dsec. C 

y — o , x—o s=zdsec.y 

On détermine ainsi les distances SX, SY, S Z h l’origine, des points dans 

lesquels le plan n rencontre les axes SX, SY, S Z , des x , des .y, et des z. 

Item , XY , =SX ï + SY , =:rf 3 sin. , PSZ sec.’PSX sec.* PSY 

XY — dsin. y sec. a. sec. C 

XZ = rf«//t. C sec. a sec. y 

Y Z — ds in. x sec. C sec. y 


2 XSY = dd sec. PSX sec. PSY — ddsec. x sec. C 
2 XSZ = dd sec. PSX sec. PSZ — dd sec. x sec. y 
2 Y’SZ = ddsec. PSY sec. PSZ — dd sec. C sec. y. 


$ 106. 

La recherche de l’inclinaison de deux plans dont on connotl les équations, 
est ramenée à la recherche de l’inclinaison de deux droites dont ou connotl 
les équations. 

En eiïct , par l’origine soient menées des perpendiculaires aux deux 
plans proposés. L’inclinaison de ces perpendiculaires cntr’cllcs est égale k 
l’inclinaison des deux plans enlr’eux. Or , les inclinaisons de ces deux droites 
aux trois axes coordonnés sont respectivement égales aux complémens des incli- 
naisons de ces plans aux mêmes axes ; et partant , elles sont respectivement 
égales aux inclinaisons de ces plans aux plans coordonnés correspondais. Ainsi , 
l’inclinaison à l’axe SZ des s de la perpendiculaire au plan n est égale à l’incli- 
naison de ce plan n au plan XSY des xy , ou au complément de son inclinaison 
au même axe SZ des Z. Partant, les formules du $ 102 s’appliquent à la déter- 
mination proposée. 

Que l’équation d’un des plans rt soit x cos. x -j-y cos. C-j- z cos. y =.d. 

Que l'équation de l'autre plan n’ soit x cos. x -j- y cos. C -f z cos. yzsr^d. 
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Le» coordonnées du pied P de la perpendiculaire d abaisser de l’origine sur 
le plan n , sonl d cos. a , d cos. C , d cos. y. Les coordonnées du pied P' de la 
perpendiculaire d' abaissée de l’origine sur le plan n' sont de même , d cos, a , 
d cos. d , et cos. y . Le earré de la distance PP des pieds de ces deux per- 
pendiculaires est (dcos. a- d cos. C-d cos.d)’ ^-(dcos. y-d cos. y)* 

= dd -J - d d -add (cos. a cos. a -j- cos. C cos. C cos. y cos. y ). Or , dans le 
triangle PSP', PP’*= dd -J- dd-idd cos. PSP' ; donc, cos. P8P= cos. a cos. a' 
-f cos. C cos. d cos. y cos. y . 

Les deux plans n et rf sont parallèles entr’eux , lorsque cos. a cos. «' 
+ eoa. C cos. d'h cos. y cos. y= 1 . 

Ces deux plans sont perpendiculaires l’un à l’autre , lorsqu’on a l’équation, 
cos. a cos. a-f- cos. C cos. d -f- cos. y cos. y = o. 


$ 107. 

. , , . xcos.a+ycos.C +zços.y =<* 

Soient deux plans détermines par leurs équations. , 

11 xcos. a -j-yco*. C ~| -z cos. y —d 

On demande l’équation de la droite qui est leur commune section. 

Du ces deux équations , soit éliminée successivement chacune des inconnues ; 

on obtient les trois équations. ...... 

x (cos. acos. y -cos. à cos. y) -\-y (cos. C cos. y - cos. dcos. y) — dcos. y'- d cos. y ; 

x(cos.acos.d- cos. a cos. C ) -j- s ( cos. d cos. y - Cos. î cos. y') = d COS. d-d cos . C. 

y (cos. a cos. C-cos. acos.d) -j- z(cos. a cos y-cos. acôs.y') — d cos. a-d cos. a. 

Pour ramener ces équations de deux lignes droites à la forme du J 5g ; il 

faut diviser les membres (W chacune d’elles par la racine carrée de la somme 

des carrés des cocffioicns des indéterminées dans ces équations. Ainsi 


cos . a cos.y - cos. a cos. y 


1 j — T -, -j- est le cosinus de 

y [(cos. acos. y -cos. a cos.y) y(cos. Ceos.y -cos. C cos.y) ) 

l’angle que la projection de la droite cheichée sur le plan des xy fait avec l’axe 

des x. La perpendiculaire abaissée sur celle projection depuis l’urigiuc est 


d cos.y - d cos.y 

ySÇlcos. a cos. y 1 - eus. a cos.y)* -j- (cos, C cos.y - cosTd cos. y) 1 ) 

Remarque. On détermine de même dans ses coordonnées le point qui est 
la commune section de trois plans dont on connoît les équations , en cherchant 
les valeurs de x ,y et z dans les trois équations. 
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x cos. a -\-y cos. C + c cos. y = d 
x cos. a y cas. C -j-z cos. y =zd 

x cos. d' + y cos. C”-(- z cos. y'=d' . On trouve par expmple , 
d cos. C cos. y"-\- J cos. C" cos. y + d' cos. C cos. y 
— dcos. G" cos. y — d cos. C cos. y' — d' cos. C cos. y 

X— ~ 1 

cos. a eus. C cos. y -f- cos. ci eus. G" cos. y ~f* cos . a" cos. C cos. y 
— cos. * cos. G" cos. y — cos. d cos. C cos. y" — cos. a' cos. G J cos. y. 

5 108. 

Soit un point déterminé' par ses coordonne'es , et soit un plan déterminé 
par son équation. On peut déterminer la perpendiculaire abaissée de ce point 
sur ce plan. 

Soit n le plan dont l’équation est x cos. a-\-y cos. C-f-î cos. y = rf. Soient a, b, c, 
les coordonnées d’un point ; et soit D la perpendiculaire abaissée de ce point 
sur le plan n. 

Les coordonnées du pied de la perpendiculaire abaissée du point abc sont 
a -\-Dcos. a , A+ D cos. C , c -f- D cos. y. Puisque ce pied est sur le plan pro- 
posé, on a l’éqùalion (a-\-Dcos.a)cos.a±{b-\-Dcos.C)cos.G-\-[c-\-Dco*.y)cos.y=d. 
ou, a cos. a-j-é cos. G-\-ccos. y-{- D — d. D = d — ( acos.a-\-bcos.C-\-ccos.yj ■ 
L’expression a cos. a^rbeos. C+e cos. y, est celle de la perpendiculaire abaissée 
du point abc sur un plan parallèle au plan n et mené par l’origine ; ou bien , 
c’est la perpendiculaire abaissée de l’origine sur un plan n’ parallèle au plan rt 
et mené par le poiut abc. 

Celte expression est relative à la supposition que le plan n’ est entre l’origine 
et le plan IT. Si l’origine est entre les plans n et II 1 , les coordonnées a , b , c , 
changent de signes , et la perpendiculaire abaissée du poiut abc devient 
rf_(- ( <1 cos. a _| .b cos. C-j_c cos. y ). Si le plan ri est cuire l’origine et le plan tf; 
la perpendiculaire D change de signe , et son expression devient D=sa cos. a 
cos . c + CC06. y-d. 

V î>- 10 9- 

r; è- •. 1 

De l’équation du plan x cos. a-f-j'co*. f -)- r cos.y = d , on tire aisément la 
conversion des coordonnées relatives à un certain système d’axes rectangulaires, 
dans les coordonnées relatives à un autre système d’axes rectangulaires ayant la 
même origine. 

En 
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En effet , soient SX, S Y, SZ, les axes coordonnés d’un des systèmes, et 
soient *, y, s , les coordonnées correspondantes. Soient SX', SY', SZ', les axes 
coordonnés d’un autre système, et soient x' , y , z' , les coordonnées corres- 
pondantes. Que l’axe SX fasse avec les axes SX', SY', SZ‘, les angles a, a, 

Que l’axe SY fasse avec les mêmes axes les angles C,C',C', 
Que l’axe SZ fasse avec les mêmes axes les angles y, y, y'. 

Par l’extrémité X de l’axe SX —x soit conru un plan perpendiculaire à SX , 
on a l’équation x — x' cos. a-j -ÿ cos. « -f * cos. a". On a de même 
y — x cos. C -f -ÿ cos. C -f a' cos. C" 

z — x' cos. y +/ cos. y s' cos. y". Partant, les coordonnées - 
du premier système sont rapportées aux coordonnées du second ; et récipro- 
quement , les coordonnées du second sont rapportées aux coordonnées du 
premier par les équations =x cos. a -j-y cos. C -Lz cos. y 

y =xcos. a' -(- y cos. C z' cos. y 

z = x cos. a ' -J- y cos. C"-f- z" cos. y". 

Le cas où les deux systèmes n’ont pas la même origine , est aisément ramené 

au cas de l’identité de l’origine , en altérant les coordonnées d’un des systèmes 
relatives à une même origine, par addition ou par soustraction , des coordon- 
nées de la nouvelle origine. 

$ 1 10. 


De même qu’une ligne droite est déterminée par deux points , aussi tin plan 
est déterminé par trois points (non en ligne droite) dont on connnlt les posi- 
tions par leurs coordonnées. Soient ces trois points abc, a'b'c ' , a"b"c". Soit d 
la perpendiculaire abaissée depuis l’origine sur le plan cherché n. Soient 
les inclinaisons de celle perpendiculaire aux trois axes SX, SY, SZ, des x, des y 
et des s respectivement. Puisque les trois points donnés doivent être sur le 
plan n , on a les trois équations <x cos. x + b cos.y+c cos. r — d 

a' cos. x + i' cos. y- f- c cos. s — d 
a u cos. x + b" cos. y-j- c'cos. z—d. 

Ces trois équations, combinées avec la quatrième cos.’x^-cosSy ■^.cos. a z~ 1 ; 
suffisent pour déterminer les quatre inconnues x,y, t et d. Pour abréger 
soit fait 

bc+b'c"+b’'c_ cn’+c'«"+ c "a o£'+o'£"+n'7i 

— ib'c+b u c'+bc")— A i —(c’a+c"a'+ca”)— B (a'b+a"b'+ab"j =Ci 00 lr0uye 

A B C 

co *’ *-V(aa+ 5B+C c)^ os ’^(ÂÂp®+t^ 5 cos - '=K(^B5+ccj- 
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ab' c" -\~a b" c-\-a" bc 
— f«A'V+rt'ic"+n"6'c) 
d= ^{AA+BB+CC) 

Remarque Quand on exécute la somme AA+BB-f-CC, on la trouve 
composée comme il suit , d'une manière symétrique dans les coordonnées des 
trois points. 


aab’b' 

a'a'hb 

a"a"bb 

bbc’c 3 

b" b" ce 

aab"b" 

a' a b” b” 

a"a tt b'b' 

bbc"c" 

t"b"c'c' 

f t 

acic c 

a"a"cc 

a" a" ce 

b’b’cc 


aac'c" 

a'a'c "c" * 

a" a" c' J 

b‘b'c"c" 



(aab'b" 

aa'bb' 

aa'b"b" 

bbdc" 

bb'c’e" 

3 l 

'aad c" 

aa'cj 

noV't" 

bb'af 

bb"t'c' 


1 a’a'bb" 

aa"bb” 

aa"L'b' 

bb"ci" * 

b'0”ci ■ 

n'o'o." 

aa"n" 

a a" J J 

67/re"' 


a H a"bb' 

a! a" b' b" 

a'a"bb 

6'6 V. " 


a"a" ce» 

a' a" Je" 

a'a"cc 

b"b"a> 


taa'bb" 

aa"bb' 

a'a'tb' 

bb'cv" 


C% 

+ 

[aa'ô'b 1 ' 

aa"b'b" 

a'a'bb" 

bb'cc" 


(aaVc" 

aa"cd 

a' a 'ce 

bb"ct> 


aa'dd' 

aa"L J c u 

a’ a" ce” 

bU'Jc» | 





b'b"cc' } 




\ 

b' b" ce" ’ 



Remarque a.' La détermination de l'équation d’un plan dans les coordonnées 
de trois de scs points, est un des problèmes fondamentaux de l'application de 
l'analyse algébrique à la partie de la géométrie relative aux plans. Je vais 
proposer quelques exemples de ses applications. 

Soient les quatre sommets d’un tclrahèdre donnés de position par leurs coor- 
données (ou soient quatre points donnés de position dans l’espace). On peut 
déterminer dans ces coordonnées chacune des arrêtes de ce léiralièdre , chacun 
des angles plans de scs faces , chacune de ses faces et leurs inclinaisons deux 
à deux , chacune des perpendiculaires abaissées drs sommets sur les faces 
opposées , les rayons des sphères qui lui sont inscrites et circonscrites , et la 
capacité du lélrahcdre. ' 

Soient cinq points donnés de position dans l'espace par leurs coordonnées. 
On peut déterminer tout ce qui appartient aux positions mutuelles de ces points 
entr’eux , et à celles des droites et des plans qui les joignent. En particulier , 
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on peut déterminer l’inclinaison mutuelle de deux plans , dont l’un passe par 
trois de ces points , cl dont l’autre passe par les deux points restaux et par 1 un 
des premiers. 

Soient six points donnc’s de position dans l’espace par leurs coordonnées. On 
peut déterminer tout ce <pii appartient aux positions mutuelles de ces points 
entr’eux et à celles des droites et des points qui les joignent. En particulier , 
on peut déterminer l'inclinaison mutuelle de deux plans , dont l’un passe par 
trois de ces poiuls et dont l’autre passe par les trois points reslans ( 1 ). 

$ ni. 

Il n’entre pas dans le plan de cet ouvrage d’insister sur les conséquences 
nombreuses cl importantes qu’on peut tirer des ptopositions précédentes. Je 
me contenterai d’en exposer un prtit nombre relatives à la polylicdroniélrie. 

Définition. Que les côtés d’une Ggurc rectiligne soient projetés ortbogra- 
pliiqtiement sur un plan : la figure formée sur ce plan par les projections de 
ces côtés est appelée la projection de la figure sur ce plan. 

Eclaircissement. Soit un prisme droit coupé obliquement par un plan. La 
base de ce prisme est la projection de la section sur le plan de la base. 

. Lemme connu. Une Ggure plane est à sa projection sur un plan , comme le 
sinus total est au cosinus de l’inclinaison du plan de celle Ggurc au plan sur 
lequel on la projette. 

Application. Le carre’ (3) d’une Ggurc rectiligne est égal à la somme des carrés 
de scs projections sur trois plans rectangulaires. 

En elfet , soit F une Ggure rectiligne ; soient P , P’, F”, scs projections sur 
trois (dans rectangulaires. Soient « , C ,y y les inclinaisons du plan de cette 
Ggure aux trois plans coordonnés. On a les trois équations , 

P —F cas. » P P = FF cos . 1 2 « 

P f —F cos. C P' P = FF cos . 3 e 

P"=:Fcos. y P" P"— FF cos . 3 y 

PP+ P'P’ -f P" P"=FF(cos.*« +cos. ’C+cos. \) = FF. Voyez 


(1) Ces applications et plusieurs autres intéressantes, ont été traitées immédiatement cl 
par un procédé indépendant de la doctrine de» coordonnées, par le célèbre Cabnut, dans 
son beau Mémoire qui a pour litre : Sur la relation qui existe entre les distances respectives 
de cinq points quelconques pris dans l’espace ; Paris , 1806. 

(2) Je prends l'expression , carré cT une figure rectiligne , dans le sens numérique. Il est aisé de 

lui donner une signification géométrique, en &uhsiituanl aux figures mentionnées dans la 
proposition des droites qui soient cuir elles comme ccs figures- 
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pour <lrs applications ultérieures mon Mémoire sur la Polyhcdromélric , publié 
parmi les Mémoires présentés à l'Institut. 

$ 113 . 


D’apres le lemme du $ précédent , on auroit pu détermiuer l’inclinaison à 
l’un des plans coordonnés , du plan (jui passe par trois points déterminés par 
leurs coot données. 

l.° Soit cherchée la surface du triangle (jui a pour sommets les trois points 
donnés, exprimée dans scs côtés, dontles carrés sont (a-a')*-|-(ô-i'j , _|_(e-c' y* j 

(«-«V+(6-A"/-K €-*")' ; (<S-a.”f+{l>'-b")'+[c-c"f. 

a.” Soient cherchés les côtés de la projection du triangle proposé sur l’un 
des plans coordonnés ; par exemple , sur le plan XSY. Les carrés de ces 
côtés sont («-(*')*+ (A-*')" ; («-«")’+ {a -a")*+(b'-b")\ 

5." Soit cherchée la surface de celte projection dans ses côtés. 

». 4.* Le rapport de la surface du triangle proposé à celle de sa projection est 

égal au rapport du sinus total au cosinus de son inclinaison au plan XSY. 

Celle recherche peut aussi se faire un peu autrement comme il suit. 

Lemme. Soient trois points (non situés en ligue droite ) donnés de position 
sur un plan. On demande la droite sur laquelle abaissant des perpendiculaire* 
depuis les points donnés elles soient entr’clles dans des rapports donnés, 
lùo 6 j Soient B , B‘, B", trois points ( non situés en ligne droite) donnés de position 
sur un plan ; on demande la droite sur laquelle abaissant les perpendiculaires 
BP, B'P 1 , B"P", depuis les points donnés, elles soient entr’elles dans les 


rapports donnés. 

Analyse. Que les droites B’ B, B' B", rencontrent la droite cherchée en C et en C". 
Le rapport donné de B B à B’B' est égal au rapport de BC à B'C; donc, le 
rapport de BC à B'C est donné , et partant le point C est donné de position. 
De la même manière , le point C" est donné de position. Donc , la droite CC" 
est donnée de position. 

Construction. Sur les droites B'Bet B’B" soient déterminés les points C et C", 
tels , que les rapports de B'C à BC et de B’C" à B"C", soient respectivement 
égaux aux rapports donnés de B'B' à BB et à B"P". Soit rneuée CC" ; elle est la 
drille cherchée. 

Démonstration. Elle découle de l’analyse. 

Application. Des points A , A', A" (non en ligne droite) donnés de position 
dans l’espace, soient abaissées sur un des plans coordonnés les perpendiculaires 
AB, A B', A"B", cl soient BB, B'B', B"P", perpendiculaires à U commune section 

du 
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du plan AA'A\l de ce plan coordonné. Chacun des angles A PB, A'P'B', A” P' B", 
est égal à l’inclinaison de ces deux plans; partant, les triangles rectangles 
Al’B , A'P'B', A"i J "B", sont équiangles entr’eux , elles droites BP, B'P', b"l'", 
sont eutr’clles comme les droites données AB, A B', A''B". Parlant, la déler- 
tninalion de la droite CC" est réduite au iemme. 

11 est aisé d’appliquer le calcul à cette détermination géométrique. 


$ il 3. 

La détermination de la distance de deux points dans les coordonnées de ces 
points , conduit à l’équation de la surface sphérique. 

Soient a, b , e, les coordonnées du centre d’une sphère dont le rayon est r. 
Soient x, y, z , les coordonnées d’un point situé sur la surface de la sphère. 
Le carré de la distance de ce point au centrede la sphère est (ar-aj’+^y-ij’^s-c)’. 
Ou a l’équation (x-n)’+ (y-£) , -|-(x-c)*= rr. 

Que l’origine soit au centre de la sphère, l’équation de sa surface devient 
xx+yy + zz = rr. 

Dans l’équation soit.r — o ; (y-6) a -\-(z-c)’~ rr-aa. 

Celte équation (si elle est possible), est celle d’un cercle dont les coordonnées 
du centre sont b et c et dont le carré du rayon est rr-aa ; mais elle est aussi 
l’équation de la section de la sphère par le plan des y et des z ; donc , la section 
de la sphère par un des plans coordonnés ( si elle est possible ) est un cercle. 
On a de même , (*-a) a +(i-c)’= rr-bh , 

(*-<*)’+ [y-b)*=rr -ce , pour les équations des communes sec- 
tions de la surface sphérique et des pians des xz et des xy respectivement. 

En général. Soit l’équation d’une surface sphé- 

rique ; et soit * coa. coa. C+* roa. > = d , l’équation d’un plan. On peut 
déterminer l’équation de la section de la surface sphérique par ce plan ( si elle 
a lieu ). 

En effet; x cos. a. =*d-(y cos. G -\-c cos. y ) 

(x -a) cos. a-d-a cos. *-{y cos. C-j-c cos. y). 

(x-aycos.a’s^ld-acos. *) a -a [d-acos.a) {y cos. C-(-s cos.y)-\-(ycos.C^-zcos. j-) e . 
= rr cos. , a-(y-b)’ cos. ‘s- ( i-cj’coa.’ a. 

Delà; yysin.’y 

-f 3 yz cos. C cos. y 


— ( dcos . C-acos.scos. C+fi coa.’«)= 
-|-*s sin .* C 


cos . * a ( rr- ( aa -f - b b -f- cc) ) 
-J- a ad cos. a-dd 


— az {dcos. y-a cos. * cos. y -j- c cos.*« ). 

Zx 
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Cette équation est celle de la projection de la section de la sphère par le plaa 
propose sur le plan des y*. On de'lermine de même les équations des projections 
de celte section sur le plan des xy et sur celui des xz. 

Que l’origine soit au centre de la sphère. Celle équation devient 
yy ain.*yi~ a.yîco». C ccs.y- zdycot.C-^-zzsin.’C- îtfccoa.y — rrcoa.**- <ld. Ce n’est 
pas ici le heu de discuter celle équation géuérale ; cet examen trouvera sa 
place dans l’ouvrage que je me propose de publier après celui-ci, en traitant de 
la surface cylindrique et de la surface conique. 

Cette équation générale se simpliGe par des suppositions particulières. Que 
le plan coupant soit parallèle au plan deys, et partant perpendiculaire à l’axe 


des x : alors , 

1 C 


ain. C= 1 ain. y= 1 


cos. *=l ; yy \**=srr-dd. Cette équation 


co*. C = o ’ cor. > — o 
est celle d’un cercle dont le carré du rayon est rr-dd , et dont le centre est 
le pied de la perpendiculaire abaissée sur le plan coupant depuis le centre de 
la sphère. 

En prenant le centre de la sphère pour l’origine des coordonnées ; l’cquatiou 
d’un plan qui louche la sphère est x co*.*^.ycoa.C-{- zco*.y—r. 

§ 1 14 . 

Problème. Soient deux sphères données de grandeur et de position détermi- 
nées par leurs équations. On demaude l’équation qui détermine leur intersection 
s’il y a lieu. 

Soient (x-a j î 4 -(y-b) , + (x-c)*= rr ... , , n 

, . , , / . t.n , , !.. les équations des deux sphères. De ces 

(y a ) -ny-b )+(*-c )’= r r 
deux équations on obtient 

• . f a a +b b -f-c c -rr 

ax (a-a' ; + xy (b-b )+a.{e-c )=_^j +bV + c ' 0 '- r V) 

Or, (a-»ÎJ s -j-(b-b'/-j- (c-c'j est le carré de la distance des centres des deux 
sphères ; soit celte distance d, on a l'cqualion 

sa -J- li b -f-cc -r r 
f c-c' —fa' a* -f b'b' + c'c'-r'r') 


a-a' . h-h' , , 

x X - r + yX- r + xX- 


ad 


Cette équation est celle d’un plan , tel, que la perpendiculaire abaissée sur lui 
depuis l’origine fait avec les axes des x, des y et des s des angles dont les cosinus 

a a -f b h -)- c c - rr 

n-a' h-h' c-c' , -(aV-t-h’b'-f-c'c'-rV) 

sont — -j-j-jj — , -j-, et celte perpendiculaire clle-meme est — — 1 — ■ — j -- — - 

—— il - *! c-c' , sont respectivement les cosinus des angles que la 
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droite qui joint les centres des deux sphères fait avec les aies ; parlant, le plan 
dont on a l’équation est perpendiculaire à la droite qui joint les centres. 

Soit pris pour origine le centre de la sphère dont le rayon est r, «xo, £=o, c—o. 
Soit pris pour l’un des axes tel que celui des x, la droite qui joint les centres des 

deui sphères, d—d-, ona.v = — - r ' ; ainsi que cela doit être. 


Puisque la recherche de l’intersection de deux sphères est ramenée à la 
recherche île l’intersection d’un plan et d’une sphère; et que l’intersection 
d’une sphère et d’un plan (si elle a lieu) est un cercle ; l’intersection de deux 
sphères (si elle a lieu) est aussi un cercle. 

On détermine de même l’intersection (si elle a lieu) de trois sphères données 
de grandeur et de position au moyen des trois équations suivantes , 

(x-a ) a +(y-b ) J +(i-c )*= rr. 

(x-a')'+(y-b')*-H*-c')*=rV. 

(x-a'T+(y-bV+ (*-V?= rV. 


$ 1 15 . 

Soient deux points donnés de position par leurs coordonnées, et soit une 
sphère donnée de grandeur et de position par les coordonnées de son centre et 
par la grandeur de son rayon. On demande l’équation du plan qui passe par ccs 
deux points et qui louche cette sphère. 

Soient a, b, ci d,b',c; les coordonnées des points donnes; et soient 
a", b", c" , les coordonnées du centre de la sphère , dont le rayon est r. Soit 
x cns. «-J- y cos. C-j-i cos. > = d l’équation du plan cherché. 

Puisque le plan cherché doit passer par les points abc , a'b'c' , on a les deuy 
équations, a cos. «-f- beos. C+c cos. y — d. 
a' cos. « + b' cos. 

La perpendiculaire abaissée du centre de la sphère sur le plan cltcrché , est 
d-(»"coa. «+b"cos. C+c"cos.j.) = r. 

Au moyeu de ces trois équations on détermine les trois inconnues cos. a, 
cos. C, cos. y, en d cl en r, et dans les coordonnées des points donnés et du 
centre. Puis au rtioyen de l’équation cos. s a-j-cos/C-j-cos. 3 j= 1 , on détermine 
d eu r et dans les mêmes coordonnées. 

On détermine de même l’équation du plan qui touche trois sphères , donnée* 
par les grandeurs de leurs rayons et par les coordonnées de leurs centres. 

Eu effet , soient a,6,c; a', b' } c j a", b w , c"; les coordonnées des centres de* 
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sphères proposée»; soienlr, r',r", leurs rayons. Soit x cos. a+v cos. £+zcos.} = d 
l'équatiou du plan cherche'. Ou a les quatre équations 
d-(a cos. «+b cos. C+c cos. y)=r 
d-(a' cos. « + b’ cos. C + c' cos. >) — r' 
d - (n"cos. «+b"cos. C + c"cos. y) = i" 

cos.’a + cos.'C+cos.’ÿss i ; au moyen desquelles on détermine les quatre 
inconnues , cos. «, cos. C , cos. y, d. 

Il6. 

De même que la circonférence d’un cercle est déterminée par trois points 
(non en ligne droite); la surface de la sphère est déterminée par quatre points 
qui, trois à trois, ne sont pas eu ligne droite , et qui ne sont pas tous dans un 
même plan. 

Soient a, b, C,- a, b', c’y a", b", c a'", b"', c"', les coordonnées des quatre 
points donnés. Soient x ,y, s, les coordonnées du centre de la sphère cherchée , 
et soit r son rayon. 

Ou a les quatre équations , (x-a ) J +(y-l> l*+(x-C )’=rr 
{x-a' )*+(}-!>' ) s +(i-c* )*=rr 
(x-a" )’+(y-b* )*+ («-c* )*=rr 
(x-a'")»+(y-b'")*+(*-c"T=rr. 

Au moyen de ces quatre équations , on détermine les coordonnées x , y, c , 
par trois équations du premier degré. Puis , on détermine le carré du rayon 
dans ces coordonnées. 

On détermine de même le centre et le rayon d’une sphère qui touche les 
faces d’un lélrahèdre données de position par leurs équations. On a les quatre 
équations r — d-(xcos. « +ycos. C +zcos. y ) - 

r = d' -(x eos. à +ycos. C +icos. y ) 
r=d w -(xcos. a" +ycos.C" + z cos. y" ) 

T—à"'~ (x cos. + y cos. C*"+ 1 cos. y u ) ; au moyen desquelles on 
détermine les quatre inconnues x,y , s, r. 

En général ; au moyen des équations de la sphère et du plan , on résout 
algébriquement tous les problèmes qu’on peut proposer sur une sphère qui doit 
passer par des points , ou loucher des plans et des sphères en nombre suffisant pour 
la déterminer ; lequel nombre est quatre. Les questions auxquelles cet énoncé 
général donne lieu sont au nombre de seire. Ce problème général a été résolu 
par Wiete , puis par des mathématiciens anglais , tels que Lawson , d’una 
manière géométrique remarquable p.rfson élégance. 

Après 
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Apres avoir établi les notions préliminaires sur lesquelles est fondée la doctrine 
algébrique par laquelle on conçoit déterminés de position les points dans l’es- 
pace , les lignes droites et circulaires , et les surfaces planes et sphériques ; et 
après avoir éclairci cette doctrine par quelques-unes de scs applications , je vais 
en montrer la liaison avec l’objet principal de cet ouvrage , en débutant par 
quelques esemples simples déjà traités géométriquement. 

$ H7. 

Problème. Soient deux points donnés par leurs coordonnées. On demande 
le lieu des points qui en sont également éloignes. 

Soient a, b , c , les coordonnées d’un des points donnés. Soient a, V , c' les 
coordonnées du second point donné. Soient x , y , = les coordonnées d’un 
des points cherchés. Le carré de la distance des deux points donnés est 
(a-a'/-|- (b-b) a -f-(c-c'; s ; soit celte distance d. Les carrés des distances du point 
cherché aux points donnés sont 

(x-a) 3 -f-(y-b) 3 _}-(x-c)* et (i-a'j 3 -p (y-b') 3 +(r-c') 3 . Partant , on a l’équation 
(x-a) 3 -{-(y-b) , -|-(z-c)* = (x-a') a -J- (y-b') 3 -j- (i-c)’ j de laquelle on lire 

x (a'-a) y (b'-b) -f- x (c'-c>=-^— (a'-a) + (b'-b) -j- (c'-c) j ou 

. 4- v — + z c '~ c — a + a ' v L-JÏ.L b + b ' x j 1 »'-*» | 

d ' ^ d ^ d a d * a d ‘ a d ' 

Partant , le lieu cherché est un plan , tel , que la perpendiculaire à ce plan 

fait avec les axes des x , des y et des s des angles dont les cosinus sont 

, ~p , — p ; et la perpendiculaire abaissée sur ce plan depuis l’origine 


, a+a' a'-a . h+b' b'-b , c4-c' c'-c 

•j d 1 a d a d 

a’+a , b'-t-b - . c'+c 

ou cos. «-j — ‘ — cos. C -j cos. y. 


Or , la droite qui joint les points donnés fait aussi avec les axes des x , des 

et des s des angles dont les cosinus sont pp , — p , pp; donc la droite qui 

joint les points donnés est parallèle à la perpendiculaire au plan cherché ; 

donc, elle est perpendiculaire à ce plan. 

Les coordonnées du milieu de la droite qui joint les points donnés 

a+a' • b+b' c+c' . n , , ■ , . . 

sont — — , — — , —^—respectivement. Donc, le plan cherche passe par le 

milieu de la droite qui joint les points donnés. Donc enfin , le lieu cherché 

Aaa 
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est le plan perpendiculaire à la droite qui joint les points donnés et élevé depuis 
son milieu. 

On détermine de même la surface plane qui est le lieu des points dont la 
dill'émice des carrés des distances à deux points donnés est constante , et égale 
à un espace S donné de grandeur. 

5 n8. 


Problèmr. Soient deux plans donnés de position par leurs équations ; on 
demande le lieu des points de chacun desquels ahaissaut sur ces plans des 
perpendiculaires , leur rapport soit égal à un rapport donné. 

Soient x cos. « + y cos. C -|- x cos. y = d 

xcos. «'+ y cos. C'+z cos. y — d' les équations des deux plans donnés. 
Soitle rapport donné des perpendiculaires abaissées sur ces plans celui dewià/n'. 
Soient x, y, z , les coordonnées d’un des points cherchés. 

Les perpendiculaires abaissées sur les deux plans depuis le point xyz sont 
respectivement d-(* cos. * + y cos. C +z cos. y) 

d’-(x cos. «t’ + y cos. C’ -f- x cos. y) Partant, on a la proportion 
(d-(x cos. «-f-y cos. C-f-scos. >) ) : (jd'-(x cos. «’+y cos. C+ z cos.>') )=nt:iu', 
de laquelle on tire l’équation 

x ( m'eos. a-m cos. a') -j-y (m’ cos. C-mcos. C) -j- z(m' cos. >-mcos.yî— ni'd-m il'. 
Celte équation est celle d’une surface plane. Pour la ramener à l'équation fon- 
damentale du plan } soit 

(m'cos.a-mcos.«') s -J- (m'cos.C-mcos.C , )*-j-(tn'cos.}-mcos y'f^/xfi; on a l’équation 


m'rl-nt d' 


n/cos.*-meos. a , m’eos. C-m cos. C . nt'cos. ,-m cos. y 

x X + y X + ZX ' — — — — -. 

1“ M H- H 

Parlant , les cosinus des angles que la perpendiculaire au plan cherché fait 


, . , , .ni cos. ®-m cos. « 

avec les axes des x , des y cl des z , sont respectivement , 

M 

m'eos- f-mcos.C m'eos. s-m cos . y , ,. . . , . . . 

, j et la perpendiculaire abatssee sur ce plan 


. . „ . . m'd-md' 

depuis I origine est . 

Item , /ou — mm — a mm' (cos. « cos. cos. C cos. C -f cos. y cos. y) -f m'm'. 
Or, cos. «cos. a -j-cos. C cos. C cos. y cos. y est ( $ 10 a ) le cosinus de l’angle 
que font entr'elles les perpendiculaires aux deux plans , ou celui de l’angle des 
deux plans ; soit appelé cet angle <p ; fi/x— mm — a mm’ cos. <p -j- mW. 

Qu’un des axes , tel que celui des , soit la commune section des deux 
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, _ cl —a a = iDr cos. a=o . 

plans. Dans cette supposition , L. équation do- 

. m'oos. C-mens. C , ni’cos. y- m co». y _ , , 

vient y X j-zX— - — = o. l'ariant, le rapport do" 

fX fX 

y a z est constant pour toutes les valeurs de r; cl les points Y som à un plan 
passant par la commune section îles Jeux plans donnés de position. 


§ 11 9 . 

Problème. Soient des plans donnés de position déterminés par leurs équa- 
tions ; et soient des droites correspondantes données de grandeur. D’un même 
point soient abaissées sur ces plans des perpendiculaires ; et soient pris les 
rectangles de ces perpendiculaires par les droites correspondantes données de 
grandeur. Que la somme de ces rectangles soit égale à un espace S dopne’ de 
grandeur. On demande le lieu des points depuis lesquels ces perpendiculaires 
sont abaissées. 

Que les équations des plans donnés soient 
x cos. a -}• y cos. C -j- z cos. y =d 
x cos. « -f- y cos. C x cos. y — d 
x cos. a" -j- y cos. C" -j- z cos. y"— d" 

x cos. a * -1 -J- y cos. C*" 1 -|-z cos. = d*' 1 

x cos. a*-|-y cos. C'-j-z cos. >*=d“. Soient tn, né, ru w . .. . m*' 1 , m** 1 , m B , 
les droites données de grandeur correspondantes à ces plans. Soient x, y, z 
les coordonnées d’un des points dont le lieu est ciierclté. 

En supposant que l’origine est entre les plans proposés, et les plans qui 
leur sont respectivement parallèles et qui sont menés par le point xyz; les 
perpendiculaires abaissées du point xyz sur les plans donnés sont respectivement 
x cos. « -)- y cos. C -}-z cos. y -J- d 
x cos. a' -f y cos. C -j- z cos. y -f d' 
x cos. a" -j- y cos. C" -j- z cos. y" -|- d" 


x cos. “* _l 4" y cos. C*'*-f z cos. dx-i 

x cos. a* -(- y cos. C* -f z cos. >* -j- d*. Parlant , on doit avoir l’équation 
x J. m* cos. a' -j- y J. m" cos. C* ni* cos -y* J- ni*d" = S. Cette équation est 
celle d’une surface plane. Pour la ramener à l’équation fondamentale du 
plan , soit faiiy. 8 m* cos. a* -(-y. 8 m* cos. C* ni* cos. y *— /uji. On a 

f. m* eos. a* . / m^cos. C* . f. ni* cos. y S-/! m*d* -, 

x X + yX- + zX- — — — ^ . Partant, 

LL 1 LL 1 LA. Il • 
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la perpendiculaire au plan qui est le Heu des points clierclic's fait avec les axes 
'des x , des y et des s des angles dont les cosinus sont 

f. ni* cos. «i* f. m* cos. C* f. m* cos. >* , _ . . . . , , 

— — — , , ' et la perpendiculaire abaissée de 

fA 

S-/ m* d* 

H- 

Il n’est pas difficile de montrer l’accord de ce résultat du calcul algébrique , 
avec celui de l’analyse géométrique développé dans les ff 89 et 90; et d'en 
tirer les cas indéterminés. 

Je passe à l’application des principes de l’analyse algébrique , à la recherche 
de quelques lieux à la surface sphérique. 

$ 120. 

Soient deux points donnes de position par leurs coordonnées , et soit un 
rapport donné différent du rapport d’égalité. On demande le lieu des points 
de chacun desquels menant des droites aux deux points donnés leur rapport 
soit donné. 

Soient a, b , c; a, b', c' , les coordonnés des points donnes. Soit le rapport 
donné celui de m à m'. 

Soient x , y , x , les coordonnées d’un des points dont le lieu est cherché. 
Les carres des distances de ce point aux deux points donnés sont 
(x-a)*-f-(y-b) a -J-(x-c)? et (x-a')*-J-(y-b , }’-{- (s-c*)*. On a donc la proportion 
(x-a} ! '-j-(y-L>) : ‘-|-(x-c) , : (x-a') 1 -{- (y-b')* -J- (z-c')'= mro : mW ; de laquelle on 


in ni a-mcnn . 

tire 1 équation (x- „ , 1 - -) + lj' 


ru tu -mm 


% ... mm e-mme 
-) +(* r~> ) 

111 m -mm • 


( (a-,y + (b-by -f (c-cT ). 

(m ni -mm) 

Dans celte équation , (a-a')’-f- (li-b'J’-j-fc-c') 1 est le carré de la distance des 
deux points donnés, lequel soit dd. Cette équation est celle d’une surface 
sphérique dont les coordonnées du centre sont 

mni'n-mmi 1 in’m'li-mmh' n/m'e-mme* , , mm’ 

— 1 — j , — -j—i , • — 7 —> — : et dont le rayon est - — , d 

mm-uitn ni ni -mm m m -mm J mui -mm 

( Voy. les $ 87 et 112). 

$ 1 21 . 


Problème. Soit un point donné de position par ses coordonnées; et soit un 
plan donné de position par son équation ; on demande le lieu des points de 

chacun 
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chacun desquels menant des droites, l’une au point donne' et l’autre perpendi- 
culaire au plan donné ; le carré de la première droite soit égal au rectangle de 
la seconde par une droite al donnée de grandeur. 

Soient«,A,c, les coordonnées du point dogue. Soit xcos.«-{-ycos.C-|-zcos.?= d 
l’équalion du plan. 

Soient x,y, z, les coordonnées de l’un des points dont le lieu est cherché. Le 
carré de la distance des points abc et xyz est (a-xJ’-t-Os-yJ’-Hc-*)'. La perpen- 
diculaire abaissée du point xyz sur le plan donné est <i-(xcos. a+ycos. C-fzcos .y). 
On a donc l’équation (a-x)M-(b-y)’-f-(c-*) a = 3 i( d-(xcos. a-j-y cos. C_|-ï cos. y) ). 
De là , on obtient ( x -( a-1 cos. a) )'-{-( y-(b -1 cos. C)) a -|_(z-(c-Icos.>) )* 

= al ( d-( a co». a-f- b cos. C+ c cos. >)-f- j 1 ). 

Or , d-(a cos.a-f-b cos. C+c cos. 7 ) est la perpendiculaire abaissée du point a,b,c , 
sur le plan donné , soit celte perpendiculaire D. L’équalion obtenue est celle 
d’une surface sphérique, pour laquelle les coordonnées du centre sont ' 
a-1 cos. a , b-1 cos. € , c-1 cos. y, et dont le carré du rayon est al ( j 1 + D). 

Lorsque Z? change de signe , o’esl-à-dire lorsque les points abc et xyx sont 
des deux côtés opposés du plan donné ; le problème est susceptible de limite, 
et la plus grande valeut de D est j l. 

Que l’axe des x soit la perpendiculaire au plan donné abaissée dppuis le point 
donné abc; cos. a=i , cos. C=o, cos.y=o b = o, c = o. L’équation devient 
( x-(a-I) J’+yy+zz = al(jl -f-D). Partant, le centre est, sur le même axe , et 
les coordonnées du centre sont a-1 , o, 0 . 

5 12 *. 

, 4 • t 

Problème. Soient des points en nombre quelconque donnés de position dans 
l’espace par leurs coordonnées. Soient des exposans correspondans de rapports 
donnés de grandeur. On demande le lieu des points de chacun desquels menant 
des droites aux points donnés , la somme des espaces qui ont aui carrés de 
ces droites les rapports donnés , soit donnée de grandeur. 

Soient a, b, c; d, b', c’y o", b", c"y.. . a», b*, c*y les coordonnées des points 
donnés. Soient m, m’, m". . . . ru*, les exposans donnés des rapports correspon- 
dans. Soit S la somme donnée des espaces proposés. Soient x , y , z, les coor- 
données d’un des points dont le lieu est cherché. 

Les carrés des distances de ce dernier point aux points donnés sont 


Bbb 
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respectivement (x-a )*-j-(y-b )*+(ï-o )* 

(*-»' )*-Ky-b‘ )*+(*- c’ )* 

(x-a"/+(y-bV+(*-cV 

(x-a’ l ) , -j-(y-b"/-f-(z-c’)*. On a donc 1’équatiou , 

’ 3 3 3 

f. f. m »b*.3zj . »»«»+/. m-Xa- -(- Jt 4ym*Xc* =S. 

a. U, 


J", ni" 




./.* m"n"4- f * m*b"-(-y. m*c* J. m*Xa" -f ■/• m" X h» \ f. m'Xi 11 — S 
J' m* " ~ ~J. œ* 

Le lieu de cette équation (s’il est possible) est une surface sphe'rique ; les 


coordonnées de son centre sont' 


J. m*a" y m"b* J. m"c* 


J. tu" 


J . in“ 


y. m 1 


* > 


et le carre de son 


. iii •• r\ S- m*a" J- ni"b" f. m"c* 

rayon est le second membre de celte équation. Ur, > J ~ ni ê » yT ni* 

sont les coordonnées du centre des moyennes distances des points donnés 
pour les coefficiens donnés. Donc , le carré des moyennes distances des points 
donnes pour les cocfliciens donnés est le centre de la surface sphérique qui est 
le lieu cherché (s’il est possible). 


$ 135. 


Soient des plans qui se coupent en un même point donnés de position par 
leurs équations. D’un même point soient abaissées sur ces plans des perpendi- 
culaires ; que la somme des carrés de ces perpendiculaires soit constante. On 
demande dans quel cas le lieu de ce point est une surface sphérique. 

Que le point de section de ces plans soit pris pour l’origine des coordonnées. 
Les équations des plans donnés sont 
x cos. a. -f-y cos. C + z cos. y — O 
x cos. a +y cos. C -f-z cos. y = o 
x cos. «”-f- y cos. C"+ s cos. y"— o. , 

x cos. a*-}- y cos. C-f" z cos. >"= o. 

Soient x , y , z , les coordonnées du point dont le lieu est demandé. Les 
perpendiculaires abaissées de ce point sur les plans donnés sont 
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* cos. « + y cos. C -f- z cos. y 
x cos. a' + y cos. C -f- z cos. y 
x cos. a"+ y cos. C"+ z cos. y" 

x cos. «*+ y cos. C*-f z cos. >* 

La somme S des carres de ces perpendiculaires est 
xx J. cos.* a* 

-}- axy J. cos. a* cos. C*. 

-|- axz J . cos. a* cos. 

■f yy / cos.* C* 

-J- ay zf. cos. C" cos. y* 

-f uJ. cos.* y* 

Pour que l’equation qui en re’snlle soit celle d’une surface sphérique , on doit 
avoir les cinq e'qualions de condilion. 

J", cos. a* cos. o 
J", cos. a* cos. >*= O 
J] cos. C* COS. O 

J. cos.*a*=/. cos.*C*=/. cos.*>*. Alors l’c'quation devient 

g 

(“ + yy + “)/ cos.’«»=S; ouxx-(-yy-fzz=j^~ ri;r 

Le proce'dé est très-sensiblement le même , lorsqu’à la somme des carres des 
perpendiculaires , on substitue des espaces qui ont à ces carres des rapports 
dont les exposans sont m, m, m " . . . . n», respectivement. On a de même les 
équations de condition relatives au lieu à la surface splie'rique. 

J. m" cos. a" cos. C» = o 

J", m* cos. a» cos. >*= o * 

J", m" cos. C" cos. )* = o 
/ m" cos.’ «»=/, m» cos.* C*—f. m*cos. s >*. 

$ Jta4. 

Problème. Soient des plans donnes de position dans l’espace par leurs équa- 
tions. D’un même point soient abais^e’cs sur ces plans des perpendiculaires. 
Soit prise la somme des carres de ces perpendiculaires ; et que cette somme 
soit égalé à un espace donne de grandeur. On demande les cas dans lesquel» 
le lieu de ce point est une surface splie'rique. 
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Que les équations des plans donnés soient x cos. <t -f-y cos. C -f-zcos. y = d 

x cos. a -(- y cos. C + x cos. y — d' 
x cos. «" -p y cos. 6*+ z cos. >"= d" 


x cos. <* N + y cos. C « -f- z cos. y» = d* 
Que les coordonnées du point dont le lieu est proposé soient x , y, z. Le» 
perpendiculaires abaissées de ce point sur les plans donnés sont 
x cos. a + y cos. C + z cos. y — d 
x cos. a + y cos. C + z cos. y — d’ 
x cos. «"+ y cos. C”+ z cos. >' — d” 


x cos. «* + y cos. Cf-J-z cos. — du. 

La somme des carrés de ces perpendiculaires est 

xx / cos. 1 «t» 

axy J. cos. cos. C» 

4- axz f. cos. «>' cos. , . 

r ,, — flx/ d»co».«» 

yy/.cos. C* 

,4- 3yz /! cos. C" cos. y» , , . -f /. d** 

T J e a — a y/ d* cos - C,î 

-j- zz,/! cos. y» 

— 2 z/i d* cos. y N . 


Pour que l’équation qui en résulte soit à la surface d’une sphère, dont 
l’équation est (x—a) a -{- Cy -b) a -}- (*-<:)*=. rr ; on doit avoir les mêmes équations 
de condition que pour le cas précédent dans lequel les plans donnés se coupent 
.en un même point. Le résultat est le même , lorsque à la somme des carrés des 
perpendiculaires on substitue la somme des espaces qui ont à ces carrés des 
rapports dont les exposans sont donnés. On obtient donc ce théorème. Soient 
des plans en nombre quelconque donnés de position ( non parallèles entr’eux 
et qui ne se coupent pas dans une même droite). D’un même point soient menés 
des plans respectivement parallèles aux premiers. De tout autre point soient 
abaissées sur tous ces plans des perpendiculaires. Que le lieu de ce dernier 
point répondant à une valeur constante de la somme des carrés des perpendi- 
culaires abaissées sur les seconds plans, ou à la somme constante des espaces 
qui ont à ces carrés des rapports donnés, soit une surface sphérique. Il en 
est de même lorsque les mêmes conditions sont relatives aux perpendiculaires 
abaissées sur les premiers plans. 

Eu particulier ; que les plans proposés soient les faces d’un polyhèdre régulier, 

e\ 
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et que lu question soit relative à la somme simple des carres des perpendiculaires 
abaisse'cs sur ces plans, on peut démontrer que les équations de condition sont 1 
remplies dans ce cas, et par conséquent le lieu proposé est une surface 
Sphérique. 

L’équation devient /. cos. 3 ** (ix+yy-f-zi) — ar J. il» cos. a» 

^r i 'ayj. d» cos. C» d»\=S. 

— 27. J. d» cos. y* 

J. d» cos. «»., 


^ . /. U n OU». O",, I , 7. d» COS. fs . 

Delà, (*— j co -r^r) +(j“ CO s.’«h ^ ^“"/cos. 3 *» 

i S.-/! d» 3 . y! 3 d» cos. «» - f,/i 3 d»cos.C » -f /*d»c os. y» 

J. cos. 3 *» * JT cos. 3 «» 

Les coordonnées du centre de la sphere sont , ’ 

J. d» cos. «» J. d» cos. C» J. d» cos. >* ‘ - , . , , , , , 

—? , , — r - ü-> — , —f g— -} et le carre du rayon de la sphere est 

J. cos. *» J. cos. C« J. cos. y* J 1 

s-/ h» 3 r d» cos. «» -f/. 3 d» cos . C»-f-./! 3 d» eos. y* 

J. co7J«» /.* COS. 3 «N 


/ d» cote y»,. 


Soient a’, //,c', les coordonnées du centre z des moyennes distances des pieds 
des perpendiculaires cl, cï, d", d !" . . . . d» abaissées sur les plans depuis l’origine; 
on a les équations na’— J. d» cos. *» 
nb '—J. d» cos. C» 
ne ’=/■ d» cos. y*. 

Partant; les coordonnées du centre de la sphère sont entr’elles comme les 
coordonnées du centre des moyennes distances des pieds des perpendiculaires 
abaissées depuis l’origine sur les faces du poljhèdre proposé. 

Soit D la distance du centre t a l’origine; DD = a’a’+ b'b'4" c'c' 


/M» cos. «» -}- J.* d» cos. C»-|- /*d»cos. ■>» 

' nn 3 

r -a i i i > S-/d» 3 , nn DD 

Le carre du rayon de la sphere, est y >c ^»„ + 

$. ia5. 

Problème. Soit un tétrahèdre dont les faces sont déterminées par leurs 
équations. D’un même point soient abaissées sur ces faces des perpendiculaires. 
Que le rectangle des perpendiculaires abaissées sur deux de ces faces ail un 
rapport donné au rectangle des perpendiculaires abaissées sur les deux autre* 

Ccc 
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faces. On demande dans que) cas le lieu des points depuis lesquels les perpen- 
diculaires sont abaissées est une surface sphérique. 

Que les équations des faces du tétrabèdre soient 
s cos. « + ycos. C -fi cos. y =d 
x cos. « + y cos. C “4* z cos. y — d' 
x cos. -f- y cos. £" -f- z cos. y" — à" 
x cos. «"4* y cos. C'"+ s cos. y"— d'" 

Que le rapport donne' des deux rectangles soit celui de p & p . 

Soient x, y, z, les coordonnéess d’un des points dont le lieu est proposé. 

Les perpendiculaires abaissées du point îyz sur les faces du tétrabèdre sont 
xcos.ee -f-y cos. C -f-zeos. y— d 
x cos. «' -f-y cos. C -f-z cos. y - d' 
x cos. *" -f- y cos. C" -f- z cos. y n - d" 

*' x cos. y cos. C"+ z cos. y'"- d’" 

Les rectangles proposés sont 


xx cos. « cos. « 

-f- xy ( cos. « cos. C"-f- cos. «" cos. C) 
-j- *z ( cos. « cos. y"-f* cos. «" cos. y) 
— x (d^cos. «-|-dcos. a") 

-j- yy cos. C cos. £" 

-f yz( cos. C cos. y" -h cos. C" cos. y ) 
— y (d w cos.C-j-d cos.C") 

-j- zz cos. y cos. y" 

— z (d" cos. >-f-d cos. y") 

-fdd" 


On a l’équation j xx (- 

+*y(- 


.cos. «cos. « 


XX cos. ■ cos. « 

-f xy (cos. * cos. C"'-f-cos. cos. C ) 
-|- xz ( cos. «' cos. >"'-+• cos. m" cos . y ) 
—x ( d ,w cos. «'+(l' cos. m") 

-j- yy cos. C cos. 

-f-yz(cos. C* cos. cos.C"'cos.>') 
— y (d'" cos. C'-J-d' cos. £"') 

-}- zz cos. y cos. >'*' 

z(d ,w cos. y d’ cos. y'") 

+ d'd'" 

COS. a COS. a"') 




P P 

COS. « COS. C" -f- COS. «" cos. C 

- 

cos. acos.>' -f-cos. «"cos.> 


cos. *' cos. C"' -f cos. m" eoa. C . 
P 

i ttt i nt i 

COS. « cos. y -f-COS. a. CO».y^ 

J 


d"cos. « -+- d cos. a” d' cos. «"'-t-d m cos. «’ 


—x ( p 

, ,cos. C cos. C" 

+yy( n — -• 


cos. C cos. C" 


). 
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, , co*. C cos. >"-4-co». C"cos y cos. C co». >'' ’ -Hnos. C'en». 

•T JM p p 5 ' 

,A U cos. C -{- d cos. C” d' cos. C" 4- A'" co». C*. 

-y (— p — > . 


+«(- 


cos. y cos. y cos. y cos. y 


) 


p p 

_ ,d"cos.> + dc«»s.>'. d’cot.>"'+d"'co». 

1 Z l — / * “"J 

p p 

, d.r d'd" 

+ p “p 7- ' 


=s O. 


Pour que celte équation soil colle d’une surface sphc'riquc , les coefficiens 
des termes si, y y , zz , doivent être égaux entr’eux; et les ternies xy, xx , xy, 
doivent e'vanouir ; ce qui donne lieu à cinq e'qualions de conditions , indepen* 
dantes des quatre conditions delà forme cos. 3 » -}-cos. 3 C -{- cos. J > — 1. 


CHAPITRE CINQUIÈME. 

Application des lieux géométriques à la solution de quelques 
problèmes élémentaires déterminés. 

5 126. 

I_j’ APPLICATION des lieux géométriques aux problèmes e'ie'mentaires de'terminés 
sc présenté dès le dc’but des êlc'nicns de la ge’omc'lrie. Je vais justifier celle asser- 
tion par un petit nombre d’exemples choisis parmi les plus simples. 

Premier exemple. Sur une droite donne'e comme base , décrire un triangle 
dont les deux autres côtés sont donnés de grandeur. 

Soient décrits les lieux des points dont les distances à chacune des extrémités 
de la base sont respectivement égales aux côtés donnés ; l’intersection de ces 
deux lieux est le sommet cherché du triangle demandé. 

Algébriquement. Soient a et b les coordonnées d’une des extrémités de la 
base ; soient a et b' les coordonnées de l’autre extrémité. Soient il et et les 
deux côtés donnés de grandeur , et soient x et y les coordonnées du sommet 

cherché. On a les deux équations f* *, 1 , 1 ’^ J* ). *î,j, : pour déterminer les 

(x-a } -j- (y-b; =d d * 

valeurs de x et de y, et partant, pour déterminer la position du sommet. 


1 
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Ces équations se simplifient par des suppositions particulières sur la position 
désaxes des coordonnées. Que l’axe des xsoit sur la base donnée; b — o, b =0j 

(x-a ) s -|-yy = d d d' + «* «l'wl ■ «1»' 

rartaDl > (x-a')*+yy = d'd' i de la , x _ - X ^ j + , • 

d' + d dj-d a-a| 

1 a a a-iT a 

(d' 4-d-a-f a') fd'-d 4-a-a'Hd* -f d-fa- a') f-d' -f d-}-a-a' ) 

yy_ 4 (a-a? 

Que l’origine soit une des extrémités a b' de la base; o=o, la base 

est a . jÿ— + d - a) td'-d + al^j-dj-jO M^+a)' , a surface d(J lriaDglc est 

r ( a + ’Hd' x t^J-d' x x Zî+i+ilj ; ainsi qu’il est connu. 

Second exemple. Partager une droite donnée en deux parties égales. 

Soient cherchés don* <!ç* points également éloignés des extrémités de la 
droite donnée. Le point de section de ce lieu et de la droite donnée est le 
milieu cherché de cette’dernicre. 

Algébriquement. Soient n et b , a et b , les coordonnées des extrémités de 
la droite donnée. Soient x et y les cordonnées du point de section cherché. 
Le carré de la droite donnée de grandeur est (a-a')’ -j- (b-b'Y ; le carré de sa 

... , ... (a-a') J (-|-6-& )’• 

moitié ou de la distance du milieucherche'aux deux extrémités est — ^ — 

x, ■ (a-a')’-j-(b-h')’ , 

Un a les deux équations ta-xj +ib-\)= ~ 

Soit la droite donnée prise pour axe des coordonnée» 
b=eo, b'=o; (a-x/ + yy= 

(a'-x)’ + yy= 


(M? 


I I 

(a-fa'-ax) (a-a')=o; x = — — 


a-a 

a-x= — ;y=o. 


Troisième exemple. D’un point donné sur une droite, élever une perpen- 
diculaire à cette droite. 

Comme 
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Comme la perpendiculaire à une droite élevée depuis son milieu a chacun 
de ses points également éloigne' des extrémités de cette droite , et qu’une 
ligne droite est déterminée par deux points : on prend sur la droite donnée 
de position deux points également éloignes du point donné, on cherche hors 
de celle ligue quelqu’autre point également éloigné «le ces deux-là , et ou 
joint ce dernier point avec le point donné par une ligne droite qui est la per- 
pendiculaire demandée. 

Le procédé par lequel on abaisse une perpendiculaire sur une droite depuis 
un point donné hors de celle droite est fondé sur le même principe. 

Quatrième exemple. On demande le centre et le rayon d’un cercle dont la 
circonférence passe par trois points donnés. 

Le centre du cercle cherché doit être également éloigné de chacun des trois 
points donnés ; partant, il est à l’intersection des lieux des points e'galemenl 
éloignés des points donnés pris deux à deux. Or , ces lieux sont le» perpendi- 
culaires aux droites qui joignent les points donnés et élevées depuis leurs 
milieux; donc, ce centre est déterminé. 

Algébriquement. Soient a et b , a cl b', a" et b", les coordonnées des points 
donnés; soit r le rayon du cercle cherché, cl soient x cl y les coordonnées 
du centre ; on a les trois équations , 

(x-a )’+(y-b )’=rr. 

( x-a' )*+ ( y-b' )*= rr. 

(x-»")*+(y-bV=rr. 

Au moyen de ces trois équations les coordonnées * et y sont exprimées par 
des formules du premier degré seulement ; cl le rayon r se trouve par une 
extraction de racine carrée. 

Remarque. Le point dont les distances à trois points donnés sont enlr’elles 
dans des rapports donnés (diflerens du rapport d’égalité) peut aussi se déter- 
miner par les intersections des circonférences qui sont les lieux des points, dont 
les rapports des distances aux points donnés plis deux à deux sont égaux aux 
rapports donnés. 

Que les rapports donnés soient ceux de m à m' et ni". Les quantité» 
(x-a)*-|-(y-b)*, (x-a')'-}- (y-b')* , (x-a")’+(y-b")*, doivent être eutr’elles comme 
les quantités données mm, mW, nt"m". 

Cinquième exemple. O11 demande le centre et le rayon d’un cercle dont la 
circonférence touche les trois côtés d’un triangle donné. • 

Le centre du cercle cherché doit être également éloigné de chacun des 
cotés du triangle donné ; partant , il doit être également éloigné de ces côtés 

Ddd 
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pris deux & deux. Mais les points également éloignés de deux de ces tûtes sont 
sur la droite qui coupe eu deux parties e'gales l’angle forme par ces côtés ; donc , 
le centre cherché est sur chacune de ces droites , cl partant , il est à leur point 
de section. 

Algébriquement. Soient x cos. « -j- y sin. a = d 
x cos. a + y sin. a = d' 
x cos. *”+ y sin. a" = d w 

les équations des trois côtés du triangle. Soient * et y les coordonnées du 
centre du cercle cherché , et soit r son rayon. 

Les perpendiculaires abaissées du centre du cercle sur les côtés du triangle , 
sont respectivement 

d - ( x cos. « + y sin. a ) 
d' - ( x cos. à -|-y sin. à ) 
d"- (x cos. a"+y sin. a'). 

On a donc les trois équations 
d -(x cos. « -fy sin. a ) = r 
d' -(x cos. à +y sin. à )— r 

d w -(xcos. a " -\- y sin. a") =. r ; au moyen desquelles on détermine les trois 
inconnues x , y, r. 

Remarque l .” Le problème proposé énoncé généralement est susceptible de 
quatre solutions. En effet , le cercle cherché est inscrit au triangle , lorsqu’il 
touche les trois côtés intérieurement au triangle ; qt il est èx -inscrit au triangle 
lorsqu’il touche scs côtés extérieurement au triangle; en sorte que, il touche 
wn des côtés et les prolongement des deux autres ; il y a trois cercles qui sont 
dans ce dernier cas. 

Remarque a.’ On détermine sensiblement de la même manière le point dont 
les rapports des distances à trois droites données de position ( qui ne se coupent 
pas en un même point et qui ne sont pas parallèles enlr’elles ) so.it égaux à des 
rapports donnés. 

Eu particulier, trois droites ( non parallèles entr’elles) étant données de gran- 
deur et déposition ; on détermine le sommet commun de trois triangles ayant ces 
droites pour bases, et dont les surfaces sont entr’elles dans des rapports donnés. 

Remarque 5.* Les problèmes précédent sur des points et sur des droites qui 
sont sur un même plan , ont leurs correspondans sur des points et sur des plans 
situés dans l’espace. 

Ainsi on détermine le point dans l’espace également éloigné de quatre points 
donnés de position, non situés sur un même plan; et le poiut tel que les rapports 
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de ses distances à ces quatre points sont donnes. De même on détermine le 
point daus l'espace également éloigné des faces d’un lélrahèdre , ou le point tel 
que les rapports de ses distances à ces faces sont donnes. 

Sixième exemple. D’un point donné liors d’un cercle lui mener une tangente. 

La taugcnlc cherchée doit-être perpendiculaire au rayon mené au point de 
contact ; donc , le point de contact est sur la circonférence du demi-cercle , 
dont le diamètre est la droite qui joint le point donné avec le centre du cercle 
donné ; tuais , ce point est aussi sur la circonférence du cercle donné , donc il 
est au point de section de ces deux circonférences. 

Exercice proposé. Résoudre le même problème , dans la supposition qu’on 
ne peut rien tracer dans l’intérieur du cercle douné , ou que l’intérieur de 
ce cercle est inaccessible. 

Septième exemple. Sur une droite donnée décrire un segment de cercle 
capable d’un angle donné. 

Le centre du cercle cherché est sur la perpendiculaire à la droite donnée et 
élevée depuis son milieu. II est aussi sur la droite menée d’une des extrémités de 
la droite donnée , et qui fait avec elle un angle égal au complément de l’angle 
donné; donc, il est à l’intersection de ces deux droites. 

Calcul. Soit 3 a la droite donnée ; soit tp l’angle donné. La perpendiculaire 
abaissée du centre du cercle cherché sur la droite donnée est a cot. <p ; et le 
rayon du cercle cherché est a cosec. 9- 

Huitième exemple. Couper une droite donnée aa en deux parties , telle* 
que leur rectangle soit égal à un espace 6’ donné de grandeur. 

Puisque le rectangle des deux parties du diamètre d’un cercle est égal au 
carré dr la perpendiculaire élevée du point de section jusqu’à la rencontre de 
la circonférence : si sur la droite donnée prise pour diamètre ou décrit un demi- 
cercle , le sommet de la perpendiculaire élevée depuis le point de section et 
dont le carré est égal au rectangle de ces parties , est le point de section de la 
circonférence et d’une droite donnée de position parallèle au diamètre ; partant, 
ce point est déterminé. 

Algébriquement. Que les extrémités de la droite donnée soient ab , a b', res- 
pectivement. Soit xy le point de section cherché. 

Les carrés des distances du point xy aux points ab , a' b', sont respectivement 
(a-x/+J>-y) a , (a'-i) 3 +;b'-y)®. On a les deux équations. 

(a-x)*-Hb-y)*J X K( (a'-x)*-Kb'-y)®) = S. 

K( (a-x)’-Kb-)) 3 ; + ^( (a'-x)*+(b'-y)*j= K((a-a')*-(-(b-b')*). 

Soieut carrés les membres de la seconde équation , et de ces carrés soient 
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retranchés les quadruples des membres de la première; on obtient en extrayant 
les racines des restes 


V ( (a-x)’-f (b-y)’— K ( (a'-x)’+(b'-y)';= ( (»-»')*+ (b- b')* — 4 S. ) 

De là, on de'termine chacune des distances du point cherché aux extrémité* 
de la ligne ; savoir , 

K((a-a/+(b-y)*)= 


K((a , -x)’+(b’-y) , )= 


V{ (a-a , )*+fl>-l, , )*)4: (fa-.i'i'-f-Cb-b')* — 4S)^ 


La recherche du problème proposé et les expressions trouvées se simpliGent 
par un choix convenable de l’origine et des axes. En particulier , soit pris pour 
origine le milieu de la droite donnée , et soit la droite elle-même prise pour 
l’un des axes tel que celui des x ; soit la ligne donnée appelée aa ; on a 
x = + (/■( aa-S). 

Les exemples de première facilité que je viens de traiter suffisent pour justifier 
l’asscriion , que l’application des lieux géométriques se présente dès le début 
dans les élémens de la géométrie. Je passe à quelques exemples moins simples , 
en nuançant (à peu près) leur difficulté. 


5 127. 


Problème. Partager deux droites données, l’une et l’autre en deux parties , 
de manière que le rapport d’une partie de l’une à une partie de l’autre soit 
donné , et que le. rapport des deux autres parties soit aussi donné. 

Soient AB , A’B 1 , deux droites données de grandeur. On demande de couper 
ces droites en X et en X' , de manière que les rapports de AX à A'X’, et de 
BX à B’X’ soient l’un et l’autre donnés. 

Analyse. Par X soit conçue menée Xa égale à A’X' , et Taisant avec AX 
un angle quelconque pris pour connu ; le rapport de AX à Xa étant donné, le 
point a est sur une droite Aa donnée de position ; que celle droite Aa rencontre 
en D une parallèle à Xa menée par B ; soit DE égale à A'B’ , et par E soit 
menée à AD une parallèle qui rencontre en b la droite aX , et qui rencontre 
AB en C; ab=DE==A'B' ; mais aX = A'X'; donc, bX = B'X'; donc le rapport 
de BX à bX est connu; mais le rapport de bX à CX est aussi connu (=BD: AB); 
donc , le rapport de BX à CX est aussi connu ; mais la droite BC est donnée de 
grandeur; donc, le point X est connu. 

Construction. Soit converti le rapport donné de AX à A X' dans le rapport 
de AB à une droite BD , laquelle soit menée du point B faisant avec AB un 

angle 
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• angle quelconque. Sur DB soit prise depuis le point D une droite DE égale 
à A B' ; par E soit menée k AD une parallèle qui rencontre AB eu C. Soit aussi 
le rapport donné de BX à B'X' égal au rapport de AB ù une droite L.; puis soit 
détermine l^point X de manière que le rapport de BX à CX soit égal au rap- 
port de BD a L ; par X soit menée à BD une parallèle qui rencontre CE en b, 
et AD en a. Les droites AX , aX, BX, bx , sont les droites demandées. 

Dimonf ration. Elle découle de l’analyse. 

Remarque. Pour que le problème soit déterminé , les points B et C ne 
doivent pas coïncider ; ou , ce qui revient au même, la droite BD ne doit pas 
être égale à la droite A'B'. Lorsque le rapport de AX à A'X' est donné égal 
au rapport de AB à A'B', le rapport de BX à B'X’ est déterminé à être égal au 
même rapport , et la question est indéterminée. 

Remarque a.* Lorsque le point X est entre A et B, le point X’ est aussi 
entre A’ et B', et le problème est résolu dans le sens propre de l’énoncé: 
Lorsque le point X répond à l’une des positions ABX , XAB , le point X' revêt 
les positions correspondantes A'B'X', X' A'B', et l’on résout une question relative 
à deux différences. 

Remarque 3.' Lorsque les positions demandées sont AXB , X'A'B' ou A'B'X'; 
le problème proposé est toujours déterminé. 

Première application. Partager trois droites données chacune en deux parties ; 
de manière que les rapports d’une partie de la première à une partie de la 
seconde , de l’autre partie de la seconde à une partie de la troisième , et de 
l’autre partie de la troisième à la partie restante de la première , soient égaux 
à des rapports donnés. 

Soient AB , A'B', A"B", à couper dans les points X, X', X", de manière que 
les rapports de AX à B'X', de A'X' à B"X" et de A"X" à BX soient égaux à 
des rapports donnés. 

Soit le rapport donné de AX à B'X’ égal au rapport de AB i B'b' ; donc aussi 
BX : b'X = AB:B'b' 

Soit A"X" : BX= L : AB 
A"X" : b'X'= L : B'b'. 

Partant , on connoit les rapports de A"X" à b'X' et de B"X" à A'X'; donc , 
la question proposée sur trois droites , est ramenée à une question sur deux 
droites ; et comme les positions des points sont A'b'X' et A"X''B", le problème 
est toujours déterminé. 

On peut ramener à ce cas le problème suivant. A un triangle donné inscrire 
un triangle dont les côtés sont respectivement parallèles à des droites données. 

£ee 
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Le cas qui me paroit le plus remarquable est celui dans lequel les cotes du \ 
triangle cherché sont egalement inclines aux côtés du triangle donné qui leur sont 
adjacens, dans lequel cas le triangle inscrit a le contour le plus petit. Voyez mon 
ouvrage intitulé De relalione mutua capacilalis et Terminorum j^gtirar.um. 

Seconde application. Partager quatre droites données chacune en deu% 
parties, de manière que le rapport d’une partie de la première à une parue de 
la seconde, celui de l’autre partie de la seconde à une partie de l^roisfctne , 
celui de l’autre partie de la troisième à une partie de la quatrième , ^et cciurdes 
parties restantes de la quatrième et de la première, soient respectivement égaux 
à des rapports donnés. 

Soient AB, A'B', A W B W , A" , B’ ,/ , des droites données de grandeur. On demande 
de les couper en X , X', X ,w , de manière que chacun des rapports 
AX : B'X'jA'X' : B"X", A"X" : B"'X'", A'"X'" : BX ; respectivement , soient égaux 
à des rapports donnés. 

Soit AX : BX’= AB : BV; . 

Donc, B X : b'X'= AB : BV 
Soit A"'X"':BX = L : AB 

A'"X"':b'X'= L : BV. Soit L:BV=A"'B"':b'C'; 
A'"x"':b'x'=A'"B'":b'c' 

B"'X'": C'X'=A'"B'":h'C' 


Soit A" X" : B"'X'"= M : A"'B'" 

A"X": ex =M:b'C'; 

parlant , la question proposée sur quatre droites est réduite à la question cor- 
respondante sur deux droites ; et comme l’ordre des points donnés cl des 
poiuts cherchés devient A'X'C', A^X^B", la question donne lieu k un cas 
indéterminé. , . 

On peut aisément ramener à cette application la question suivante. A un 
quadrilatère donné inscrire un quadrilatère dont les côtés sont respectivement 
parallèles à des droites données de position. Ce problème est susceptible d’un 
cas indéterminé. Le cas qui me paroit le plus remarquable est celui dans lequel 
les côtés du quadiilatère inscrit sont deux à deux également inclinés au côté 
du quadrilatère donné auquel ils sont adjacens ; dans lequel cas , le quadrila- 
tère iuscrit a le contour le plus petit. Si on a pu inscrire à un quadrilatère 
donné un quadrilatère du contour le plus petit, le nombre des quadrilatères 
inscrits qui jouissent de la même propriété, est illimité. Voyez mon ouvrage 
déjà cité. 

Ces applications peuvent s’étendre à des droites en nombre quelconque; 
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la question relative à des droites en nombre impair est toujours de’termine'e , 
et la question relative à des droites en nombre pair peut donner lieu à un cas 
iiulélerminé. En particulier, une figure rectiligne d’un nombre impair de côtes 
étant proposée , on peut lui inscrire une seule figure de même nom du contour 
le plus petit : et une figure rectiligne d’uu nombre pair de côtes e'tanl propose'c; 
si on peut lui inscrire une figure du même nom du contour le plus petit, on 
peut lui iuscrirc un nombre illimité de figures qui jouissent de la même propriété • 
ces ligures sont équiangies cntr’elles, mais elles ne sont pas semblables. Celte 
possibilité a lieu en particulier pour les figures régulières. 

§ 128. 

Comme quelques-uns des problèmes résolus dans le ÿ précédent ont donné 
lieu à des cas indéterminés , je crois devoir saisir celte occasion d’éclaircir le 
sentiment du D r . PlAYFAIR sur les porismes dont j’ai déjà parlé dans le J 28. 

Le D'. Playfaih. peuse que les anciens ont compris sous lenom de porismes 
des propositions qui affirment la possibilité de trouver des conditions qui rendent 
un problème indéterminé ou susceptible d’un nombre illimité de solutions (1). 
Je me propose d'éclaircir ce sentiment par un petit nombre d'exemples simples, 
et de montrer la liaison des porismes ainsi entendus avec les lieux géométriques. 

Premier exemple. Soirnt deux points et une droite donnés de position : 
trouver sur cette droite un point , tel que la différence des carrés des distances 
de ce point aux points donnés soit donnée de grandeur. 

Solution. Par le ÿ , soit cherché le lieu des points dont la différence des 
carrés des distances aux points donnés est égale à l’espace donné. Si la droite 
donnée de position convient avec le lieu ainsi déterminé, la question proposée 
est indéterminée , et tous jes points de la droite donnée de position satisfont à 
la question. Si la droite donnée de position ne rencontre pas ce lieu , le pro- 
blème proposé est impossible. Si la droite donnée de position rencontre ce 
lieu , le point de section de cette droite et de ce lieu est le point cherché. 

Second procédé. Soient A et A’ les points donnes de position ; et que la droite 
donnée de position rencontre AA' en un point S sous un angle donné 
A X* == A SM- SX*— 2 A Sx SX cos. 9 
A'X 1 =A'S*+SX*— aA'SxSXcos. 4> 

AX*-A'X 3 = AS 3 - A'S 3 — 2 A A'X SX cos.*. 

[■] Votes le Mémoire de cet Auteur dans les Transactions philosophiques d’Edimbourg, 
Ton.. U. 
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Soit AA' coupée en deux parties égales au point C , AS* — A'S*=aAA' xCS. 
Soit l’espace donné de grandeur égal au rectangle aAA'xCE; on obtient 
l'équation CS — SX cos. $=CE ; ou SX cos. <j — CS — CE = SE ; partant, la 

CS-CF 

droite EX est perpendiculaire à AA'; on obtient SX = . 

Aussi long-tems que l’angle $ ti’est pas droit ; ou que cos. <p n’est pas le'ro , 
le point X peut être déterminé. Lorsqu’on a en même tems cos. <j = o, etCS=CE; 
l’expression de SX est g ; elle devient le signe de l'indétermination ; alors, la 
droite donnée de position convient avec le lieu des points qui satisfont généra- 
lement à la condition proposée. Lorsque cos. o = o, tandis que CS n’est pas 
égalé à CE, la droite donnée de position est perpendiculaire à AA', et partant 
parallèle au lieu qui satisfait à la condition proposée sans convenir avec lui; le 
problème est impossible, et celle impossibilité est indiquée par l’expression 
SX= ÇS-ÇE 
o 

Second exemple. Soient deux points donnés de position , et soit un cercle 
donné de grandeur et de position. Trouver sur la circonférence de ce cercle 
un point duquel menant des droites aux points donnés la somme de leurs carrés 
soil'égale à un espace donné de grandeur. 

Solution. Par le $ 58 soit cherché le lieu des points qui répondent à la con- 
dition proposée. Si le cercle donné convient avec le cercle dont la circonfé- 
rence est le lieu de ces points , le problème est indéterminé , et tous les 
points de la circonférence du cercle donné satisfont à la question. Si les circon- 
férences de ces deux cercles ne se rencontrent pas , le problème est impossible. 
Si ces circonférences se rencontrent , chacun des points de rencontre satisfait 
à la question. 

Second procédé. Soient A et A' les points donnés de position ; soit S le centré 
du cercle donné, et soit r son rayon. Soit C le milieu de AA', et soit X le 
point cherché sur la circonférence du cercle donné ; on a 

AX’+ A'X*= aAC’+ a CX= ($38);' , 

= aAC'-f a (CS’+r’-aCSx r cos. S). 

Soit AX*+A'X*=aE; aCSxrcos. S=AC*+CS*+r*-E. 


cos. 


e AC*+CS*+r’-E 

’ aCSxé 


Que les points C et S coïncident, ou soitCS=o, et qu’en même tems on 
lionne E=AC’-}-r’ ; on a cos. S=j} , ou le signe de l’indétermination. Dans la 

supposition 


Digitized by Google 


ET D’ANALYSE ALGEBRIQUE. 


20J 


AC 9 +r*-E 

supposition SC—o ; qu’on n’ait pas E=AC’-f-r*; l’expression — — — - est le 

signe de l’impossibilité ; les deux cercles sont concentriques et ne se rencontrent 
pas. Que SC ne soit pas te'ro , bu que les deux cercles ne soient pas conccn- 

• • o • c * r<a I r«c* i 3 , . ■ AC* 4- CS* 4- r*- E — r — 

triques. 1. 001 1 t<^AC -j-CÎ> -j-r ; on doit avoir ^-,g— < 1 ; 011 E >' 

AC’ 4 - (CS-r)*. a.’’SoiiE> AC*-fCS’-f r*; on doit avoir 

2 to X r 


et E < AC*-j- (CS-|-r)’. Parlant, l'espace E est susceptible de limite soit eu 
grandeur soit en petitesse ; et les points de la circonférence donne'e auxquels 
répondent ces limites sont ceux dans lesquels la droite qui joint le centre du 
cercle donne' avec le milieu de la droite donne'e coupe la circonférence donne’e; 
et à ces limites répondent des points de contact des deux circonférences. 

Reinarque. Ces deux exemples simples relatifs , l’un à la ligne droite , et 
l’autre à la circonférence du cercle, me paroissent suffire pour éclaircir la liaison 
qui règne entre les lieux géométriques et les porismes entendus suivant le sen- 
timent du D. r PiAYFAlR. 

Qu’un point, duquel dépend la solution d’une question proposée, soit déter- 
miné à être sur une ligne droite, ou sur une ligne circulaire , qui sont les lieux 
dès points qui jouissent d’une propriété commune dont ce point doit jouir pour 
qu’il satisfasse à la question. Que par l’énoncé de la question , ce point doive 
être situé sur une ligne de même nature respectivement. Si ces deux lignes 
coïncident , la question proposée est indéterminée ; et cette indétermination 
est indiquée algébriquement par le signe |j (qui ne provient pas d’une fraction 
dont les termes ont un diviseur commun évanouissant dans le cas particulier 
dont il s’agit). Si ces deux lignes correspondantes sont des droites parallèles 
entr’elles ou des circonférences concentriques; .la question proposée est impos- 
sible , et ce genre d’impossibilité est indiqué par le signe g , ou par qelui de 
l'infini. Dans le cas où ces lignes correspondantes se rencontrent, le problème 
est possible. Que les lignes correspondantes soient des droites ( non parallèles 
cntr’elles) , leur point de rencontre est unique , et le problème pr-qjosé a une 
seule solution. Que les lignes correspondantes soient une droite et une circon- 
férence de cercle, ou deux circonférences de cercle (non concentriques); si elles 
se coupent, la question proposée a deux solutions ; si elles se touchent , la 
question proposée a une solution unique, et l’une des quantités mentionnées 
dans l’énoncé est susceptible d’un maximum ou d’un minimum ; enfin , si ces 
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lignes ne ac rencontrent pas , la question est impossible , et ce genre d’impos- 
sibilité est indique par le signe de l’imaginaire y'-). 

On peut appliquer à un grand nombre de questions, ce qui vient d’être dit 
soit particulièrement sur les deux exemples proposes, soit généralement. Je 
vais eu énoncer quelques-unes: 

Soient trois droites données de position ; trouver sur l'une d’elles un point 
duquel abaissant sur 1rs deux autres des perpendiculaires, leur rapport soit 
donné (Yoy. j 55). 

Soient des droites données de position ; trouver sur l’une d’rlles un point , 
duquel abaissant sur chacune des autres des perpendiculaires, la somme de 
leurs rectangles par des droites données de grandeur , soit donnée de grandeur 
(Voy. ff 55 et 56). 

Soient trois droites données de position , et soit un point donné de position 
(qui n’est situé sur aucune de ces droites). Mener par ce point une droite qui 
rencontre les droites données , de manière que les points de rericoulre et le 
point donné soient des points de section harmonique (Voyez} ‘é'j ). 

Suit un cercle donné de grandeur et de position , soit une droite donnée de 
position , et soit un point donné de position ( non sur la circonférence du cercle). 
Mener par ce point une droite qui rencontre la circonférence et la droite 
donnée , de manière que les points de rencontre et le point donné soient des 
points de section harmonique. (Voy. } 4g ). 

Tout étant posé comme dans l’cxercice précédent ; on demande sur la droite 
donnée un point duquel menant des tangentes au cercle donné , la droite qui 
joint les points de contact passe par le point donné (Voy. $ 5o). 

Soit un cercle donné de grandeur et de position ; soient deux tangentes à 
ce cercle données de position ; et soit une droite donnée de position. Mener à 
ce cercle une tangente , de manière que le point de contact , les poiuts dans 
lesquels elle rencontre la tangente, et le point dans lequel elle rencontre la 
droite donnée , soient des points de section harmonique. 

Le cas indéterminé a lieu lorsque la droite donnée de position est la droite 
qui joint les points de contact des deux tangentes. En effet , il est aisé de 
montrer que si on a trois tangentes à un même cercle , chacune d’elles est 
coupée harmoniquement au point de contact , et aux points dans lesquels elle 
rencontre chacune des deux autres , et la droite qui joint leurs points de contact. 
Cette propriété de la section harmonique trouve son application aux sections 
coniques. 

Soient deux cercles donnés de grandeur et de position , et soit un point 
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donné de position ; mener par ce point une droite telle , que le rapport de ses 
parties comprises entre ce point et les circouféreuces soit égal ù un rapport 
donné , ou que le rectangle de ces parties soit donné (Voy. J 3o). 

Soient deux points donnés de position et soit un cercle donné de grandeur 
et de position ; trouver sur la circonférence de ce cercle un point , duquel 
menant des droites aux points donnés , elles comprennent entr’cllcs un angle 
donné. 

Soit un cercle donné de grandeur et de position , soit une droite donnée 
de position ; soit aussi un point donné sur la circonférence de ce cercle. Mener 
par ce point une droi\e, telle que le rectangle de ses parties comprises entre 
le point donné cl les points où clic rencontre la circonférence ci la droite 
données, soit donné ( Voy. § 28 ). 

Soit un cercle donné de grandeur et de position , et soient deux points donné» 
déposition. Trouver sur la circonférence de ce cercle le point duquel menant des 
droites aux points donnés leur rapport soit donné (Voy. 0 45). 

Soient des points en nombre quelconque donnés de position sur un plan ; et 
soient des exposaus de rapports donnés de grandeur. Soit aussi un cercle donné 
de grandeur et de position. Trouver sur la circonférence de ce cercle un point 
duquel menant des droites aux points donnés, la somme des espaces, qui ont 
les rapports donnés aux carrés de leurs distances aux points donnés, soit égale 
à un espace donné de grandeur (Voy. $. 4i ). 

Soit un cercle donné de grandeur et de position, soit une droite donnée de 
position , et soit un point donné de position. Trouver sur la circonférence de 
ce cercle un point duquel menant deux droites, l’une au poiut donné, et l’autre 
perpendiculaire à la droite donnée ; le carré de la première soit égal au rec- 
tangle de la seconde par une droite donnée de grandeur (Voy. j 44 .) 

Soit un quadrilatère donné de grandeur et de position; mener une droite 
dont les parties comprises entre ses cillés soient entr’ellcs dan» des rapports 
donnés ( Voy. J Ô 2 ). 

Problème plus général. A un quadrilatère donné de grandeur et de position, 
inscrire un quadrilatère donné d’espèce (Voy. $ 53). 

Le D.' Playfair dans le mémoire déjà cité, a insisté d’une manière très- 
lumineuse sur ces deux derniers problèmes, pour éclaircir son sentiment sur la 
nature des porismes. 

S 12g. 

Problème. On demande un triangle dont on connoti la base, la hauteur et 
l’angle au sommet. * 
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Puisque la hauteur du triangle cherche' est donnée , et que sa hase est donne’c 
de grandeur et de position, le lieu de son sommet est une droite donnée de 
position parallèle à la hase. Puisque l’angle au sommet est donne; le heu du 
sommet est aussi la circonférence d’un segment de cercle capable de l’angle 
donne et décrit sur la base donnée comme corde. Partant , le sommet du 
triangle est le point de section ( s’il y a lieu) de celle droite et de cet arc. 

Algébriquement. Soit h la hauteur donnée du triangle , soit ab sa base , et 
soit a q l’angle au sommet donné. Soit pris pour origine le milieu de la base ; 
et soit x l'abscisse correspondante à l’ordonnée h. Les segmens de la base 
sont b-j-x cl b-x. L’angle aq au sommet est divisé par la hauteur en deux partie* 


dont les tangentes sont — et-’.--; on a donc l’équation. 


tang. aq — 


b+x i b-x 

h T h 

bb-xx ’ 


de laquelle on tire 


l - ■ 


ldi 


xx=bb-{- abhcot. 24 — hli = (b+h cot. q) (b-h tang. q). 

Segmens de la base b + j/ - ((b-j-li col. q) (b-li tang. q)) 

De là , demi-somme ’des côtés, V' (b(b + h col. q)) 
demi-différence des côtés , ( b(b-h tang. q) ). 

Côtés , V (b(b-(-hcot. 4) + (b (b-h tang. 4)). 

Remarque. Ou peut parvenir immédiatement aux expressions de la somme 
cl de la différence des côtés , comme il suit. 

Soit 2x la somme des côtés _ , , , 

. On a les deux équations 

Sou 2y leur différence 

(x-)-y) (x-y) sin. 2$ — abh ; ou xx-yy = 2bh cosec. 2 q 

(i-j-y)"— 2(x+y) (x-y) cos. 24+ (x-y)*= 4 bb ; ou xi sin.*4-}-yy cos. “4 =bb. 

. xx=b (b-j-h col. 4) , ,, 

De ces équations, on tire , , , ; comme précédemment. 

yy=b (b-h tang. q) 

Limite. Pour que le problème soit possible, on doit avoir b >~ h tang. 0, 
ouh^b cot. 4. Lorsque h = bcot. q les deux côtés sont égaux entr’eux, et ils 
sont l’un et l’autre bcoscc. 4. Celle limite s’accorde avec la construction géomé- 
trique , qui exige la rencontre des deux lieux de l’iulerseciion desquels dépend 
la solution de la question proposée. 

Exercice proposé. On demande un triangle dont on connoil l’angle au 

sommet, 
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sommet , et Ici segmens de ia base faits par la perpendiculaire abaissée du 
sommet sur la base. 

Première application. Partager un angle donne' en deux parties dont le 
rapport des tangentes est donne. 

Seconde application. Soient deux tangentes à un cercle données de position ; 

Mener à ce cercle une troisième tangente qui rencontre les deux premières , de 
manière qu’elle soit coupée au point de contact dans un rapport donné. 

5" l5o. 

Problème. Soit un angle donné , et soit un point donne' de position sur le 
plan de cet angle : mener par ce point une droite telle que le rectangle de scs 
parties comprises entre ce point et les jambes de l’angle donné soit donné de 
grandeur. • 

Soit ACA' un angle donné , et soit P un point donné de position sur le plan Fio. 65. 
de cet angle : mener par P une droite XPX’ terminée en X et en X’ aux /arabes 
de cet angle , de manière que le rectangle XPxPX' soit égal à un espace S 
donné de grandeur. 

Analyse. Soit menée CP. Que l’espace donné S soit égal au rectangle de CP 
par une droite PB qui sera donnée de grandeur, laquelle soit portée sur le 
prolongement de CP depuis le point P. Soit menée BX. 

Puisque XPxPX'=CPxPBj les quatre points X, C, X’, B, sont à la cir- 
conférence d’un même cercle ; et partant , l’angle BCA’ est égal à l’angle BXP. 

Mais l’angle BCA’ est donné, donc l’angle BXP est aussi donné ; mais BP est 
donnée de grandeur et de position , donc le point X est à k circonféreuce d’un 
segment de cercle donné ; mois lo point X est aussi à la droite CA donnée 
de position ; donc le point X est donné. 

Construction. Que l’espace S donné de grandeur soit égal au rectangle de CP 
par une droite PB, laquelle soit portée sur le prolongeaient de CP depuis le 
point P. Sur PB comme base soit décrit un segment de cercle capable de l’angle \ 

donné PCA’, cl dont la circonférence rencontre (s’il y a lieu) CA en X. Que XP 
rencontre CA' en X', la droite XPX’ est la droite cherchée. 

Démonstration. Elle découle de l’analyse. 

Limite. Pour que le problème soit possible , le segment décrit sur PB comme 
base et capable de l’angle donné PCA’ doit rencontrer la droite CA. La plus 
petite valeur de la droite PB ( et de l’espace S) a lieu lorsque la circonférence 
de ce segment touche la droite CA. Alors , l’angle du segment CXX' est égal 
à l’angle CBX dans le segment alterne -, mais l’angle CBXesl égal à l’angle CX'X; 

G gg 
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donc, le minimum a lieu lorsque les angles CXX', CX'X sonl égaux entr’eux, 
et pariant , lorsque le triangle XCX' est isoscèle, de manière que les côtés CX 
et CX’ sont égaux entr’eux. 

En effet , soit ACA' un triangle isoscèle retranche’ par la droite AA’ tnene’e 
par P, j’affirme XPx PX’> AP X PA'. 

Dans le triangle PA'X', l’angle exle'rieur en A’ est plus grand que PX’A’ ; et 
partant aussi PAX^>PX’ A". Soit menée Ax faisant l’angle PAx égal à PX'A’; 
Jes triangles APx , X'PA' sont équiangles , et parlant AP X PA'=.xPxPX', et 
partant XPxPX>APxPA\ 

Remarque. La droite PB peut être porlc’c sur CP de part et d’autre du point P ; 
et celte droite étant portée du côté du sommet C, la solution correspondante 
répond à l’inclinaison de la droite XX' dans l’un des angles de suite de l’angle ACA' ; 
et on obtient de même que la limite correspond au cas où le triangle retranché 
par XX' est isoscèle. 

Solution algébrique. Par P soient menées PD , PD’, respectivement parallèles 
à CA’ et à CA, et qui rencontrent CA et CA' en D et en D'. Soit CD— a , CD'=a’. 
DX=x. 


CD : DX = PX’ : PX = XP x PX' : PX" 

= XPx PX': a'a'-aa'x cos. C-j-xx. 

Donc , XP X PX'=S= (aV-aa'xcos.C-f xi). 

Soit S = aad; xx-a'axcos. C+a'a'=adi. 

x = d-f-a'cos. C 'jrV'' (dd4“2a’d cos. C-a’a'sin.’C). 

Pour que le problème soit possible, on doit avoir d+a' cos. C ?La’; diaa'sin. 5 jC; 
soit d= aa’sin. 3 JC 

x=3 a 'sin. , iC+a'cos.C=a' ; ou DX = CD', D'X'=CD; CX=CX'. 
Autrement. Que l’angle de suite de l’angle C soit désigné par ac ; la somme des 
angles X cl X' est ac; soit leur différence ai, les angles X et X' sont c-xetc+x. 

PX=PD = a'4— — ; PX’= PD' 4--^- = a X 4^--. 

stu. X sut. c-x sut. A siu. c-rx 


XP X PX' = aa' -t 


sin. (c+xj siu. (c-x) 


; soit XPx PX'=-p. 


sin. c+x sin. c-x= — sut. ac. 

P 

C05. 2X - CO». 2C == — — sin. 2C : COS. 21 = 5Îo. a 2C4-C0S. 2C 

P P aTa' 

l-aos.ax — asin’x — asiu.’c : — siu. a ac. 

P 
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Pour f]ue le problème soit possible, on doit avoir , p sin." c ÿ aa' sin. a ac ; 

$. i3i. 


p àxa cos.' c. 


Problème. On demande un triangle dont on connoit la base, la hauteur, et 
la différence des angles à la base. 

Soit AA' la base donnée d’un triangle AXA' dont on connott la base AA' f 10 ,6g, 
la hauteur XY , et la différence des angles à la base XAA', XA'A. 

Analyse. Au triangle proposé soit circonscrit un cercle ; et que la parallèle 
à la base menée par le sommet X rencontre de nouveau la circonférence en X'. 

La moitié de Parc XX' est la mesure de la différence donnée des angles XAA', 
XA'A; et partant, cet arc est donné d’espèce. Soit Z le milieu de XX', cl du 
point Z soit élevée à XX' une perpccdiculaire qui rencontre AA' en C. 

Le rapport de ZC à CA est donné , et parlant, te triangle rectangle ZCA est 
donné d’espèce, et de là découle la construction suivante. 

Dans un cercle quelconque soit menée une chorde xx' qui retranche de ce 
Cercle un segment capable de la moitié de la différence des angles à la base. Du 
milieu r. de cette chorde soit élevée à xx' une perpendiculaire zc , et du point * 
soit menée une droite za qui fasse avec zc un oDglc tel que le rapport de zc à la 
la perpendiculaire ca soit égal au rapport donné de la hauteur à la denij-base ; 
que la droite za rencontre la circonférence en a. Si les droites zc et ca sont 
respectivement égales à la hauteur donnée el> à la demi-base , le problème est 
résolu : si cela n’a pas lieu , soit fait une ligure AA’X'X semblable à aaVx , de 
manière que les droites AA' et CZ soieut respectivement égales à la base et à la 
hauteur données. Le triangle XAA' est le triangle demandé. 

La démonstration découle de l’analyse. 

Calcul. Soit ab la base donnée , soit h la hauteur donnée ; soit d la différence 
donnée des angles à la base. Soit Sx la différence des segmens de la hase faits 
par la perpendiculaire abaissée du sommet sur la base. Les tangentes des angles 


à la base sont respectivement j— , La tangente de la différence des 


, i 


h 


angles à la base est il - f rr = ,an o- <b 

, h 1 1 hh+bb-xi 

1+ n — 

bb-xx 
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De là ; hh-j-bh-xx = ahx cot.d; x =- h coi.]d+>^ (bb+hli cosec. ’d). 
lrht=b-h col.d + (bb-f-hh cosec. ’d). 

> b— x = b-f-li cot.d+ j/"( bb+hli cosec. ’d). 

hh+(b+i)*=2bb-p.ihh coscc.’d + a (b-bcot. d)ï^(l>b+hhcosec.’d) 

— a (bb-J-lih coscc.’d) (lS (bb + hhcosec.’d) + {b-h cot.d). 
Ii!i+(b-x)’=2K(bb-Hjhcosec.’d) (y (bb-)-lih coscc.’d) + (b-fh cot.d). 

$ 132 . 

Problème. On demande un triangle dont on connott la base , l’angle au 
sommet , et la somme des côtés. ' 

Fig. 67. Soit A A' la base donnée du triangle cherché, dont on connoll l’angle au 
sommet AXA’ et la somme des côtés AX+A X. 

Analyse. Soit conçu le côté AX prolongé en Y d’une quantité XY égale à 
l’autre côté A'X. Soit conçue menée A Y. La droite AY est la somme donnée 
des côtés ; et parlant, le lieu des points Y est la circonférence d’un cercle dont le 
centre A et le rayon AY sont donnés. Dans le triangle isoscèle A'XY, l’angle Y 
est la moitié de l’angle donné AXA’; et partant , le lieu des points Y est la 
circonférence d’un segment de cercle donné dont AA' est la base, et capable 
de l’angle donné ^ AXA'. Doue, le point Y est la section (si elle a lieu) do 
ccs deux circonférences. De là , découle la construction suivante. 

Construction. Sur la base donnée AA' comme corde soit décrit un segment 
de cercle capable de l’angle qui est la moitié de l’angle au sommet donné. Dans 
ce cercle , depuis le sommet A soit inscrite une corde égale à la somme donnée 
des côtés. Soit menée A' Y ; puis soit élevée à A' Y depuis son milieu une 
perpendiculaire qui rencontre AY en X. Le triangle AXA' est le triangle 
cherché. 

Démonstration. Elle découle évidemment de l’analyse. 

Jjimite. Pour que le problème soit possible, la somme donnée des côtés 
AX , A'X, ne doit pas être plus grande que le diamètre du cercle auquel appar- 
tient le segment décrit sur AA' comme corde , et capable d’un angle qui est la 
moitié de l’angle donné AXA' ; soit désigné cet angle par $. Le diamètre de 
ce cercle est AA' cosec. ^ ; donc, la plus grande valeur de la somme des 

côtés est AA' coscc. lorsque cette plus grande valeur a lieu, le triangle AXA' 
est isoscèle, le sommet X est le centre du cercle dont la circonférence est le 
lieu des points Y, et la valeur de chacun des côtés est 3 AA' cosec. ' 3 <p. 

Remarque. La construction précédente exige la description d’un segment de 
Cercle capable d’un aDglc douné , et l’inscription à ce cercle d’une corde de 

grandeur 
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grandeur donnée ; et parlant , elle dépend de l’intersection de deux circon- 
férences de cercle. La construction suivante, qui découle de la même analyse, 
me parott un peu plus simple. 

Soit prise la droite AY égale k la somme donnée , k son extrémité Y soit fait 
l'angle Y égal i la moitié de l’angle donné au sommet. Puis du point A comme 
centre avec un rayon égal .à la base donnée soit décrite une circonférence de 
cercle, qui rencontre (s’il est possible) en A’ l’autre jambe de cet angle. Du 
milieu de A’Y soit elevée à YA' une perpendiculaire qui rencontre en X la 
droite AY, le triangle AXA’ est le triangle cherché. 

Jjimite. Pour que le problème soit possible ; ou doit avoir 
AA’ jr A Y sio. Y> A Y sin. | X; ou AY r ^ AA’ cosec. |X ; conformément à ce 
qui précède. 

Application du calcul à la construction. On peut appliquer le calcul à 
chacune des deux constructions précédentes. Je vais (comme exemple) l’appli- 
quer à la seconde. 

D’abord, on peut trouver la différence ou la demi-dideVencc des angles à la 
base XAA', XA’A. Soit AP perpendiculaire à A’Y. 

AA’X=AA’Y— XA’Y= 3 D— (AA’P + Y) 

XAA’ = AA’P-Y. 


Donc , AA’X- XAA’ 

AA'X-XAA’ 

a 

AA'X-XAA' 
cos. 

9 


aD-aAA'P 


îD-AA’P. 


sio. AA'P: 


AP 
A A 


AY sin. Y 
AA 7 ' 


A Y Y A' A Y A A' 

~XA' s in-£X;ou, AA': AY= sin. | X : cos. 

On a donc le théorème suivant. 

Dans tout triangle , la base est à la somme des côtés , comme le sinus du 

demi-angle au sommet est au cosinus de la demi-différence des angles à la base. 

AX— A'X = A’P sec. X=V (AA”-AY a sin." Y) sec. Y 

— lA (AA’’sec.’Y — AY'tang. 1 Y). 

„ , ÀY+K(AA”sec. a Y— AY*t»ng.*Y) 

Partant , les cotes sont — — 12 

3 

Remarque 1 ." Les valeurs , soit des côtés , soit des angles inconnus du triangle 
demandé, auraient pu être recherchées imprédialement comme il suit d’une 
manière algébrique. 

6 Hhli 
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Soit ab la base donnée , soit as la somme donnée des côtes. Soit 9 l’angle au 
sommet donne'. 

Soit ai la différence cherchée des côtés; et partant, que. les côtes soient 
s-f-x > s-x , on a l'équation 

4 bb=(s-}-s )*-3 (s+x), (s-xj cos. 9+(s-x)’; delà, xx=.bb sec. S j9 -ss tang. 5 ^'. 

Item , soit az la demi-diHerence cherchée des angles à la base du triangle. 

lDr.-(^+t) 

Ces angles sont .. 

0 1 Dr.-(j<s z) 

cos. (^9 4. z) 


ab X- 


Côlés , 


ab X 


sin. 9 
cos. ( ’ 9 — z) 
sin. 9 


; somme des côtes, 4 b X 


cos. 59 cos. T. 

sin. 9 


. cos. r. 

=ab- — r =as. 

5111.^9 


Partant, cos. z = sin. J 9, comme précédemment. 

Remarque a.‘ Le procédé algébrique , fondé sur la doctrine des coordonnées, 
me parolt moins simple que celui qui vient d’être exposé. 

Soit prise la base pour un des axes ; et soit pris le milieu de la base pour 
l’origine. Soit x l’abscisse du sommet ; soit y son ordonnée ou la hauteur du 
triangle. 

L’angle an sommet est partagé par la hauteur en deux parties ; dont les 

b 4 - x b— x , .. . , aby 

tangentes sont — ÿ — et ; delà, la tangente (le 9 est - ^ 

Les carrés des eôlés sont (b+x)*-|-yy , (b— x) a -J-yy. Mais, xx+yj=bb+aby cot.9. 
Donc , les carrés des côtés sont 

ab(b+y cot. 9+*) r» i 1 1 • 

.... On a donc les deux *-| 

a b (b+y col. 9— x) 

xx-f-yy— bb-f. aby cot. 9 

p^(ab(b+y col. 9-f-x) )+p / ’(ab(b-(-y cot. 9-1)) = as ; desquelles on tire 

SS - bb , as ,.« 11 1 1 . 

y = — r — tang.39; ** = ££ (bb sec. ’9-sstang. £9) 

Remarque “b.' La simplicité de l’expression de là hauteur du triangle, 

y = M J**' tang. j 9, doit faire présumer qu’on peut l’obtenir d’une manière 

plus simple que celle qui a été suivie pour y parvenir. Dans ce but , je vais 
développer quelques propositions sur les triangles , remarquables par la fécon- 
dité de leurs applications. 

Fte. 68. Soit ASA’ un triangle auquel est inscrit un cercle dont le centre est z , et qui 
en louche les côtés SA , SA', AA', en t , 1', et 1". Au meme triangle soit 


équations 
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êx-inwrit un cercle dont le centre e*l Z, et qui louche en T , T', les côtes 
SA , SA* prolonge'* , et qui louche en 11" le côle' AA 1 . 

l.° J’affirme .que ST est le demi-contour du triangle; et que les droites 
AT, St, Al, sont respectivement les excès du demi-contour sur les côtes 
SA , AA', SA'. 

Pour cela, je vais prouver que les tangentes AV' ët AT" sont égales enli 'elles. 
En effet , ST = ST' ; 
et St=Sl'. 

Or, t T = A t -f A T = A t" -J- A T" 
et t'T'= AT' + AT’— A'T" -j- AT". 

C= aSt -f a Ai-)- 2 A't'= 2 St aAt-j-aAT ; 
doue, St -f- A 1 -f AT =; £ C. 


Donc, iT=t'T v ; 

Donc, AT"=A't", Soïtcont. ASA'=C, 


AT=|C — SA 
At =-JC — SA' 

St =JC— AA'. 

2 .* J’affirme que AtX AT=:zixZT. 

En effet, soient menées les droites zA , ZA. Les angles zAt j ZAT, sont les 
moitiés des angles SA A , TAA'; et parlant , la somme de ces angles vaut un 
droit. De là , les triangles rectangles zAt , AZT sont ëquiangles, et eu parti- 
culier zt : AT— Al î ZT ; donc, ATx At=zt xZT. 

Savoir , dans tout triangle , le rectangle des excès du demi-contour sur les 
deux jambes d’un angle, est égal au rectangle du rayon du cercle inscrit à ce 
triangle , cl du rayon de celui des cercles exinscrits qui est situe dans le meme 
angle. 

T».* J’affirme que S Z X S*=SA xSA'. 

Soient menées zA’ et ZA'. Dans le quadrilatère AzA'Z , les angles opposes 
ZAz , ZA'z, sont l’un et l’autre droits; doue ce quadrilatère est inscriptiblc au 
cercle; cl les angles dans le même segment iAA', zZA', sont égaux entr’eu* ; 
donc aussi , les angles SZ.V, SAz sont égaux cnlr’cux; mais les angles ZSA', zSA, 
sont aussi e'gaux enlr’eux ; donc, les triangles ZSA’, ASz sont ëquiangles , cl 
parlant, SZ : AS=SA' ‘ Sz; et ZSx Sz = ASxSA'. 

Savoir, dans tout triangle, le rectaogle des deux jambes d’un angle , est 
égal au rectangle des distances de son sommet an centre du cercle inscrit , et 
au centre de celui des cercles exinscrits qui est situé dans le même angle. 

4." Sz : St =1 : cos. J S 
sz : ST=i : cos. J S. 

Donc, ZSxSziTSXSt — i s : cos. 1 jS; ou ASxSA': jC(j,C-AA')=i s :cos.’jS. 
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Savoir, dans tout triangle , le rectangle des deux jambes d'un angle, est au 
rectangle du demi-contour par l'exrès du demi-conlout sur le côte oppose’ à cet 
angle , comme le carré du ra jon est au carré du cosiuus de la moitié de cet angle. 

6.° Sz : zt =1 tsin. . m • 

sz :ZT— i : sin. j s 

Donc, ZSxS*:ziXZT=i*:sin.’jS; ou, ASXSA' : j(C-SA) (^C-SA')=t’:sin. ï jS. 

Savoir , dans tout triangle , le rectangle des deux jambes d’un angle est au 
rectangle des excès du demi contour sur les jambes de cet angle , comme le 
carré du rayon est au carré du siuus de la moitié de cet angle. 

6. ” St : tz = l : latig. j S. 

ST :TZ=1 : langes. 

TSXSt: ztXTZ=i , :tang. 1, |S; ou 'JC( JC- AA’) : (jC-SA) ( JC-SA’)=1 * : t*ng.*J S. 

Savoir, dans tout triangle , le rectangle du demi-contour par l’excès du demi- 
conloui sur le côté opposé à un angle, est au rectangle des excès du demi- 
rontour sur les jambes de cet angle , comme Je carré du rayon est au carré de 
la tangente de la moitié de cet angle. 

7 . ‘ Puisque sin.}S=:^ 


cos. s= y 


TSxS t 

ÂSxSA 1 


S= 2S 


le ,e (TA x AtxTSxSt) 

S cos. I 


ASxSA 


Savoir, dans tout triangle , le rectangle des deux jambes d'un angle , est au 
double de la racine carrée du produit continuel du demi-contour et des excès 
du demi-contour sur les jambes de cet angle , comme le rayon est au sinus de 
cet angle. 

8.” ASxSA' sin. S= a ^ (TA x AtxTSxSt) 

Mais, ASx SA' sin. S= » ASA'. 

Donc, ASA' —y (TAxAtxTSxSt) 

= ya C(jc-SA) (^C-SA') (iC-AA)). 

Savoir, dans tout triangle, l’expression de la surface est la racine du produit 
continue) du demi-contour et des excès du demi-contour sur chaque côté ; ou 
bien , la surface d’un triangle est moyenne géométrique entre deux rectangles', 
tels, que les côtés de l’uu sont le demi-contour et l’excès du demi-contour 
sur un des côtés , et que les côtés de l’autre sont les excès du demi-contour sur 
les deux autres côtés. 

9 -* 
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g.” ASA'=ST x t*=ST x St tang. ^ S. 

Savoir , dans tout triangle , le rayon est à la tangente de la moitié d’un angle , 
comme le rectangle du demi-contour par l’excès du demi-contour sur le côté 
opposé est à la surface du triangle. 

Soit h la hauteur du triangle ASA' en prenant AA' pour base ; aASA=liXAA'; 

, a ST X St tang. ^ S 

AT~ 

L’utilité des differentes formules que je viens de de'veloppcr se fait sentir 
principalement dans la trigonométrie proprement dite. Je vais en montrer les 
applications à quelques problèmes particuliers, en commençant par celui qui 
fait l’objet de ce $. 

Première application. On demande un triangle dont on connoit la base , 
Pangle au sommet , et la somme des côtés. 

Fuisqu’on connoit lu base du triangle cherché, et la somme de ses côtés, on 
connott son contour et son demi-contour. Soit ST son demi-contour, etTtla 
base donnée. Soit TSZ le demi-angle donné au sommet, et que TZ et tz 
rencontrent en Z etz, la jambe SZ. Puisque TA X At=ZTx zt; etqurla somme 
Tt est donnée ; on connoit les droites TA , At , en coupant la base donnée Tt 
en -deux parties dont le rectangle est égal au rectangle donné TZxtz. 

Calcul. Soit la base donnée , . J ab. _ 

c . , . . , , Soit 1 angle au sommet aS. 

Soit la somme donnée des cotes .... as. ° 

ST=s + b } St=s-b. 

ZT=(s+b) tang. S j zt=(s-b) tang. S j ZTxzt=(ss-bb) tang.* S. 

( )’= bb-(ss-bb) tang. 3 S=bbsec. , S-ssiang. !, S. 

At-ÂT 

= V (b!> sec.* S-ss tang.’S). 

At (hbsec.’S-sstang.’S) ; 

AT =b- (bb sec. “S-ss tang.’ S). 

SA = s-fV (bb sec. °S-ss tang. J S). 

SA' — s- (bbsec.’S-sstang.’S). 

On ramène aisément au problème proposé les deux questions suivantes. 
A un cercle donné inscrire un triangle dont un angle est donné, et dont le contour 
est donué, ou dont l’excès des jambes de cet angle sur le côté opposé est donné. 
Eu effet , le côté opposé à l’angle donné est donné de grandeur, comme étant 
la base d’un segment capable de l’angle donne\ 

Iii 
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Seconde application. On demande un triangle dont on connoîl la base , 
l'angle au sommet , et la différence des côtés. 

Tout e’tant posé comme précédemment, la différence donnée des côtés 
SA , SA‘, est égale à la différence des droites At , AT ; donc , on connaît la 
somme et la différence des droites At et AT, donc elles sont l’une et l’autre 
connues; donc aussi, leur rectangle est connu , donc le rectangle TZxtx qui 
lui est égal est aussi connu. 

Mais, le rectangle TSx St est au rectangle TZx la dans le rapport donné du 
Carré du sinus total au carré de la tangente de la moitié de l’angle donné au 
sommet ; donc , le rectangle TSxSt est aussi donné; mais la différence Tt des 
droites TS et St est donnée ; donc, ees droites sont connues. 

Calcul. Base donnée ...... ab = At-f-AT 

Différence donnée des côtés ad — Al - AT 

b+d = At 
b-d = AT 
ZT x zi = At X AT— bh-dd. 

ST X St=ZT X ztcot.’ S=(bb-dd) cot.’S. 


, TS+St 
' a J 

= 

bl» ST X St=bb cosec. ’S-dd çp^’S. 

TS-St 

a 

= 

b. 

TS 


l /’ (bb cosec. ’S-dd cot.’S) -(- b. 

St 

= 

(bb cosec. ’S-dd cot.’S) — b. 

SA 

= 

V (bbcosec.’S-dd cot.*S)^-d. 

SA' 

= 

p''' (bb cosec. ’S-dd col. a S,' d. 

Troisième application. On demaude 

un triangle dont ou connoîl la base , 

la hauteur, et la somme des côtés. 

* 



Puisque la base et la somme des côtés sont données, le contour du triangle est 
donné , et le demi-contour est aussi donné. Soit TS le demi contour donné , et 
soit Tl la base donnée. Puisque la base et la hauteur sont données de grandeur, la 
surface du triangle est donnée , mais cette surface est STxta; donc, Iz est donnée 
de grandeur; donc , la droite Sz est donnée de position , et partant la droite Tx 
est donnée de grandeur; donc, le rectangle TZxt* est donné de grandeur 5 
mais ce rectangle est celui de TAxAt; donc', le point À est donné; cr 
partant , le problème est résolu. 

Calcul. Soit la base ab, et soit la somme des côtés as; soit 1a hauteur b» 
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ST— s -f b ; Sl=s-b ; 

At-AT,_ AS-SA’ , 
' a ' 'a ' 

AS= ® + K(s»-bbJ’ 



; TZ — 


],l< 

s- b" 


bl.l.h AS-SA’ _ bb* 
s3-bb ’ a p'' (ss-bb J 


A’S=s- 


1 ) 1 . 

ÿ (ss-bb)' 


< Quatrième application. Puisque ss-bb : bb — ldi : { 


AS-SA' 

O ' » 


3>r) 


ss”. bb=hh ;hh-J-(- — ) a ; 

partant, eonnoissant la base d’un triangle , sa bauteur, et la différence de ses 
côtes , on connoit leur somme. 

Cint/uiime application. Soit P un point donne' sur le plan d’un angle donné 
ASA 7 ; mener par ce point une droite AA' qui retranche de cet angle un 
triangle ASA' dont le contour soit donné. 

Soit ST le demi-eontour donne'; soit S Z la droite qui coupe l’angle donné 
èn deux parties égales ; que TZ perpendiculaire à ST rencontre S Z en Z ; la 
droite AA' est tangente au cercle dont Z est le centre et ZT le rayon. 

. Lorsque le point P est au dehors de l’angle ASA', le problème est toujours 
possible. 

Lorsque le point P est an-dedans de l’angle ASA' ; pour que le problème 
soit possible , le point P ne doit pas être ail dedans du cercle dont Z est le centre 
et ZP le rayon. Partant , la limite a lieu lorsque le point P est snr 1» circonfé- 
rence de ce cercle, et la détermination de la limite est réduite à décrire un 
cercle qui passe par le point P et qui touche deux droites SA et SA’ données ds 
position. Or, ce cercle est double, et partant, on détermine en même tems 
deux limites : ceci demande un éclaircissement. 

Lorsque le point P est situé entre le sommet S et le cercle dont le centre et 
le rayon sont Z et ZT ; chacune des tangentes à ce cercle menées du point P 
retranche un triangle ASA’ dont le contour est double de ST» 

Lorsque le point P est , relativement au sommet S, au-delà du cercle dont z 
est le centre et dont zt est le rayon ; chacune des tangentes à ce cercle menées 
du point P en retranche un triangle ASA’, dans lequel l’excès de la somme 
AS-J-SA' des côtes sur la droite AA' est double de St. 

Partant, ces deux problèmes ( lorsqu’ils sont possibles) sont liés Pun à l’aulro 
d une manière si intime , qu’on résout l’un des deux suivant la grandeur de 
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la ligne donnée ST ou St ; ou suivant la position du point P relativement aux 
cercles qui dépendent de la grandeur de cette ligne ; et la limite a lieu dans 
l’un et l’autre cas lorsque le point P est sur la circonférence de l’un de ces 
cercles. 

Ou a donc hors de la limite ZP> ZT , ou aP^>it; et les deux limites se 
déterminent en même tems comme il suit. 

ZP’= SZ’- aSZXSP cos. PSZ+SP 3 ; donc , 

SZ 3 — aSZxSP cos. rSZ+SP a jZT*. 

SP 3 — aSZxSP cos. PSZ+ST* ^ o. 

SP 3 — aSPXSTsec. I Scos.PSZ+ST'scc. 3 ’ Scos.'PSZ^ST 3 x— ' 

** •* COS. n O • 


cos. aPSZ-ros. S 

2C0S.“ ji 


fSTx 

^ nnna J) 


— C Ti s!n- A SP ain. A'SP , 
— cos .' 5 S 


On a donc pour la limite les deux conditions suivantes : 

.. en 0*0 IC r»c» = «*r.F(*in. ASPsin. A'SP) 

d une part ; SP — ST sec. 2 S cos. PS Z > ST «-g- 

.c pc. __j/ , (sin.ASP sin. A'SP) 
d autre part, ST scc. $S cos. PSZ — SP> ST • 


cos. J 
SP cos.J, S 


La seconde condition donne ST^j^^pg^p^JsFshTTSP) 

cos. PSZ+ V' ( sin. ASPsin. A'SP ) 


fSPx- 


, s 


et 


CO». PSZ 4- F ( sin. ASP sin. A'SP) , , . . , 

partant, SPx 1 ë ô s~ A ~8 esl a P Ius P cllle va,eur du 

demi-contour ST. 

„ _ -SP cos. J S 

La première condition donne St < cos . p^K^FASFsI^SF) 

cos. PSZ-VX ( sin. ASP sin. A'SP) . 


?SP 


cos. 


__ cos. PSZ-F f sin. ASP sin. A'SP ) , , , , , 

pariant, SPx — — ~ 0 ~ '-"5 eSl '* P US grande va,eur du 

demi-excès de la somme AS-t-SA des cotés sur le coté AA . 

Sixième application. On demande un triangle dont on connolt la hauteur , 
l’angle au sommet , et la somme des jambes de ce» angle. 

Puisque 
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Puisque St:t!=i ; tang. J S 
STxSl :STXix= x : tang. 5 S. 

Soit as la somme donnée des côtes; soit ab la base cherchée , et soit h la 
hauteur. 

ss-hb : bh = 1 ; tang. J S. 
et ss-bb = bh cot. J S. 

ou, b (h-J-h cot. J S) = ss. Partant*, la détermination de la demi-base 1 > est 
ramenée à trouver deux droites dont on connolt la différence h cot. J S et le 
rectangle ss ; la plus petite de ces droites est la demi-base cherchée. 

On trouve b — y' (ss-j- j hhcot.'J S) - J h cot. J S. 

Septième application. On demande un triangle dont on connolt la hauteur, 
l’angle au sommet , et la différence des jambes de cet angle. 

Soit ad la différence des côtés; ss-bb : bh = bh : bb-dd ; donc, bh ;bb-dd 
= 1 1 tang. J S ; et bb-dd =bh tang. JS. 

b (b-h tang. J S) =dd ; et parlant, la question proposée est ramenée à 
trouver deux droites dont on connolt la différence h tang. J S et le rectangle dd, 
la plus grande de ces droites est la demi-base cherchée. 

On trouve b (dd -}- J hh tang. s J S) -}• J h tang. J S. 

Huitième application. On demande un triangle dont on connolt la hauteur , ; 
l’angle au sommet, et le contour. 

Soit h la hauteur , soit ac le contour donné, soit as la somme cherchée des 
côtés, soit ab = ac — as la base , on a la proportion , 

c(c-ab) : bh= I : tang. J S; de là , c-ab: b=h: c tang. JS 

c-ab : ab=h : actang. JS 
c : b = h-j-actang. JStctang.JS. 
:S 


b = c X 


ctane. iîl , b -f étang. JS„ 

^,-rsi c-b=s=cX g-^- la — -ft S; parlant, celte 


M- ac tang. J S ’ 


application est ramenée au problème originairement proposé dan6 ce $. 

Neuvième application. On demande un triangle dont on connolt la hauteur, 
l’angle au sommet , et l’exccs de la somme des côtés sur la base. 

En conservant d’ailleurs les dénominations de l’application précédente j 
soit s— b=d. 


Kkk 
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( 5 -fb) ( s -b) 

: bh = 1 : tang. J S. 

s-f-b 

! b = h C d tang. J S. 

s+b 

: s-b = h t li-ad tang. j S. 

s-f-b 

1 • - 

’ 1 ^ h-ad lung. 

s — b 

= d 

• 

h - d tang. {S 
x h-ad tang. j S’ 

b 

dx 

— ax h-ad tang. i S- 


Partant , cette application est ramenée au problème originairement propose' 
dans ce $. 

Dixième application. On demande un triangle dont on connott la hauteur, 
la somme ou la différence des deux côtes , et la différence des angles à la base. 
fio.CC. Soit AXA' un triangle dont on connoit la hauteur XY , la somme des côtés 
AX , A'X , et la différence des angles à la base A et A'. 

Au triangle proposé soit conçu circonscrit un cercle ; par le sommet X soit 
menée à la base AA' une parallèle qui rencontre en X' la circonférence de ce 
cercle ; et soient menées AX' et A'X'. 

A cause des parallèles AA', XX', AX'=A'X , AX=A'X\ et l’angle XA'X' 
est la différence des angles A et A'. Partant, dans le triangle XA'X’ ou counoft 
la hauteur, la somme ou la différence des côtés XA’, X'.V, cl l’angle au sommet 
XA'X' ; donc , cette application est ramenée au* deux dernières. 

Parmi les procédés algébriques qu’on peut appliquer à la solution de ce pro- 
blème , les deux suivans m’ont paru les plus simples. 

Soit as la somme des deux côtés , et soit ad leur différence ; soit h la hauteur; 


soit a J" la différence donnée des deux angles à la base. Côtés, • 

Les sinus des anales à la base sont — r-, et : : 

D S-f-d s-U ’ 

hh hh 

et leurs cosinus sont y ( l - V 


t t hh , hh . . hh 

Le cosinus de leur différence est K ( 1 - ) ( 1 -j^s ) + 


= cos. aJ'. De là , (ss-dd)* sin. 3 2 / = (ss-j-dd) + 3hli (ss-dd) cos. 3 a/. 
Partant , ou déterminera ss ou dd , suivant qu’ou connoilra dd ou ss. 
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Autrement. Soit ad la différence donnée des angles à la base , soit 29 let 
somme cherchée. Angles à la base , 9+d , <j-d. 


Côtés : h cosec. <f+d, h coïec. 9-d , ou li X — — - — r~T » h X —■ ■ - — r j 

SI 11. <f+U SIU. 9-d 


a sin. 9 cos. d 


4 sin. 9 cos. d 


. , , . asin.^cos.a , v . 1aMn.9cns.11 . 3sin.9c0s.1l 

somme des cotes , h X — r- r .— hX ; — liX — — : — *-;• 

sin. 9-rd sid. 9-d cos. ad-cos. 29 siu. 9-siu. d 

, , , , . 4 00s. 9«in. d , Sens. 9sin.1l 

différence des cotes , h X — t ~ — «X ■ j- j-. 

cos.2d-cos.a9 c°s- d-cos. 9 


Que celte somme ou celle différence soient égales à In somme ou à la diffé- 
rence donnée des côtés ; on déterminera sin. 9 dans le premier cas, et eus. 9 
dans le second cas. — 

Onzième application. On demande un triangle dont on connoil un angle , 
la surface et le contour. 

Soit ASA' un triangle dont on connoît l’angle S, le demi-contour ST cl la p i(j g 3 
surface. Puisque la surface est égale au rectangle du demi-contour ST parle 
rayon zl du cercle inscrit ; le rayon zt est connu. Donc , dans le triangle rec- 
tangle Szt , on connoît l’angle en S et une jambe zl de l’angle droit ; donc , ce 
triangle est déterminé , et en particulier la droite St est donnée de grandeur} 
donc aussi Tl ou la base AA' est donnée de grandeur. 

Douzième application. On demande un triangle dont on connoît un angle, 
la surface , et l’excès de la somme des jambes de cet angle sur le côté opposé. 

Dans le triangle Szt , la droite St est le demi-excès de la somme des côtés 
SA et SA’ sur le côté AA’; donc , la droite St est donnée de grandeur ; donc, 
dans ce triangle le rayon zt du cercle inscrit est aussi donné de grandeur. Mais 
le rectangle ST X zt (qui est égal à la surface du triangle ) est donné de grandeur; 
donc , le denii-conlour ST est donné de graudeur ; et parlant , cette appli- 
cation est ramenée à la précédente. 

Autre exercice. Déterminer un triangle en connoissanl les rayons des trois 
cercles qui lui sont ex-inscrits. 

Soieul R , R’, R", les trois rayons donnés. 

Soit r le rayon cherché du cercle inscrit au triangle ; et soit c son demi- 
contour cherché. 

, Les trois excès du demi-contour sur chacun des trois côtés sont enlr’cux 

, • ..111 . 

comme les trois quantités , |ï ’ TC ’ R 77 ’ ou commc ‘ es lr0ls quantités 
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R'R", RR', RR'; et partant, ces trois excès et le demi-contour sont enlr’eux 
comme les quantile's 

R'R", RR", RR', R’R" + RR"-}- RR' ; et partant, 

H R'R" 

r:R=R'R":R'R"-l-RR" + RR';etr= ÏÜ R 77 ^ l\R -f R R 1 " > 

Ou la relation qui a lieu entre les quatre rayons des cercles dont l’un est inscrit 
et dont les trois autres sont cx-inscrils , est rR’R''-j- rRR"-j-rRR'-RR'R"= o. , 
Les excès du demi-contour sur les trois côtés sont 


cX n » cX » c X » ou 

RR" RR" w RR' 

CX RR"tKR"fRR’ J CX înr r -(-[Ün-RTr » CX R'R"f RK^f RR ' 5 


On 


a la proportion ; R : c X j^=cX|jù • t = c :R"; 


Donc.ccx ^=RR"; ccr=RR’R"; de là, cc=R’R"-f RR" + RR\ 

c=K(RR' + R'R'' + R"R )• 

r _ 'R'R'' r_ RR" ...r RR' 

c X R ^lX(,tUl 7 +l\Ti’ 7 +R ,7 M] ’ CX ll'~^X(5R r -f-R'R' / -fR 77 ir) ’ X R 7 '-^(RR r +FIi"f )• 

, R (R'-f R") R'(R-fR") R"(R-|-R') 

Côtes du tnangle^p^jp-^j, ^(RS'^E'R'CfRSR) • 

Tangentes des demi-angles du triangle 

R R’ R” 

K(RR'+R'R"WR) ’ K(RR'-fR'R"+R"R) ’ >X(RA r +R'R"+R''R)' 

Sinus des angles du triangle 

aRx' (RR’-f-R'R"+R”R) 2RV(RR'-f-R'R''+R"R) 9 RV{RR'-fR'R"+R"Rl 
(R+R'j R 77 ) ’ iR^RaR'+R") * (R^+K)TR r +R r j 

Surface du triangle y ^ = RR- R" : jX — — = Kr RR'R". 

Fartant , la surface d’un triangle est exprimée par la racine carrée du produit 
continuel des quatre rayons des cercles dont l’un lui est inscrit et dont les 
autres lui sont ex-inscrits ; ou bien la surface d’un triangle est moyenne géo- 
métrique entre deux rectangles , tels , que les côtés de l’un sont les rayons de 
deux de ccs cercles , et les côtés de l’autre sont les rayons des deux autres 
perdes. 


S ‘33s 
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$ 1 33. 


V 


Le problème originairement proposé dans le $ i 3 a est un cas particulier dn 
problème suivant. 

Problème. On demande un triangle dont on connoît la base , l’angle au 
sommet, et la somme (ou la différence) des rectangles de ses eûtes par des 
droites données de grandeur. 

Soit AA’X un triangle , dont on connoît la base AA' , l’angle X au sommet, Fio- 63, 
et la somme S des rectangles des côtés AX et A'X par les droites données de 
grandeur a et a'. 

Analyse. Soit prolongée AX en Y, de manière que axAX+a'x A'X=axAY, 
et partant, a'XA'X=aXXY j parlant, A’X :XY=a : a 1 . Dans le triangle A'XY 
on connoît l’angle X et le rapport des côtés A'X , XY, donc ce triangle est 
donne d’espèce , et en particulier l’angle Y est donné. De là découle la cons- 
truction suivante. 

Construction. Sur les jambes d’un angle égal au supplément de l’angle donné 
soient prises deux droites qui soient enlr’elles dans le rapport île a à a ; que les 
extrémités de ces droites soient jointes par une droite. Soit Y l’exlrémitc de la 
droite qui correspond à a’. Sur la jambe de l’angle Y qui correspond à a' soit 
prise une droite ZA telle que le rectangle A Y Xa soit égale à l’espace donné 
de grandeur. Du point A comme centre avec un rayon égal à la base donnée 
soit décrite une circonférence de cercle , qui rencontre (s’il est possible) en A' 
l’autre jambe de l’angle Y; du point A' soit menée à AY une droite A'X inclinée 
à A Y sous l’angle donné ; le triangle AXA' est le triangle cherché. 

Démonstration. Elle découle de l’analyse. 

Limite. Pour que le problème soit possible , la circonférence décrite du 
point A comme centre , avec la base donnée pour rayon , doit rencontrer la 
seconde jambe de l’angle Y. Partant , la plus petite valeur de AA' est A Y sin. Y. 


A'X A'X 

Or, stn. Y =sin. X — =sm. X X y ( X y 3 + a Y X X XA'cos. X + A'X 5 ) 

= sin. Xx : ; — TT » donc, la plus petite valeur de AA' 

y ( aa aaa cos. X -j- a a ) 

est AY sin. Xx - — ; ; — - — TT.i au contraire, la plus grande valeur 

y (aa -f- aaa cos. X -j- a a ) 

de A Y est AA' cosec. Xx ( art ~l~ 3 ‘ lil cos 'X -{-a a ) . et ] a pj us g ran( j e va j tu ,. J e 

a 

l’espace proposé a X AY est AA' cosec. X y ( aa -j- aaa' cos. X -f a'a'). 

lu 
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Solution algébrique. Soit <f l’angle donne ; soit ab la base donnée; et soit S 
l’espace donné de grandeur ; soient x et x' les deux côtés cherchés AX et A'X , 
on a les deux équations 
ai -(- aV= S. 

xx-2x\ cos. <f -fn '= 4bh; au moyen desquelles on détermine les valeurs 
de x et de \ . 

Eu particulier, que l’angle <» soit droit, cos. $ = o; et on cherche deux 
droites, dont on connoîl 1a somme des carrés , et la somme de leurs rectangles 
par des droites données. 

Remarque. La construction du cas dans lequel on donne la différence de» 
rectangles des côtés AXct A’X par les droites a et a f , diffère de celle du problème 
relatif à la somme, en ce qu’on porte les droites a et a' sur les jambes de l’angle 
proposé lui-même. 

Application. Partager deux droites données l’une et l’autre en dent parties, 
de manière que 1s somme des carrés d’une des parties de l’une et d’une des 
parties de l’autre soit donnée de grandeur, et que la somme des carrés des deux 
autres parties soit aussi donnée de grandeur. 

Fio. 70. Soient AB et A’B’ deux droites données de grandeur , à couper en X en X’, 
de manière que la somme des carrés de AX et de A’X' soit égale à un espace 
donné a’, et que la somme des carrés des deux autres parties BX et B'X' soit 
égale à un autre espace donné C“. 

On a AX* + A'X"=.» 
et BX’+B'X"=C*. 

Soit AB=aAC; et A’B’=aA'C' ; 

AX* -f A'X'* -(- BX'+B'X"= 3 AC’ + 9 A'C"+ aCX’ + a C'X"=«'-|-C'. 

AX’ + A'X"— BX’— BX'*= 4ACXCX + 4A'C’XCX'=«’- C*. 
Parlant, on connoîl la somme des rectangles des droites CX et C'X' parle» 
droites données 4AC , 4A'C', cl la somme de leurs carrés. 

Remarque. Il seroit aisé de tirer aussi la solution de cette application do 
lieu qui fait l’objet du $ 3a. 

$ 1 34 - 

Le problème résolu dans le $ i3a ( 3.* Application ) sur un triangle dont on 
connoîl la base , la hauteur, et la somme ou la différence des côtés, est un cas 
particulier du problème suivant. 

Problème. Ou demande un triangle dont la base est donnée de grandeur 
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et de position , dont la somme ou la différence des cotés est aussi donnée, et 
dont le sommet est sur une droite donnée de position. 

Soit AXA' un triangle dont la base AA' est donnée de grandeur et de position , 
dont la somme ou la différence des côtés AX, A'X est donnée de grandeur, et 
dont le sommet X est sur une droite SX donnée de position ( qui rencontre 
AA' en S). On demande ce triangle. 

Premier cas. Soit donnée la somme AX+A'X. 

Analyse. Soit XP perpendiculaire à AA', cl soit AA' coupée en deui parties Fie. ft, 
égales au point C. 

Il est connu , que AA': AX-|-XA'= AX— XA't AP — A'P. 

Or, AA'=iAC; soit AX-f-XA'=aCB; AX-XA'=a{AX-CB), AP-A'P=aCF; 
donc , AC : CB = AX-CB : CP. Soit AC : CB=CB : CD ; 

CB :CD = AX-CB : CP = AXlDP. Soit DE perpendiculaire à AA' et 
rencontrant SX en E ; DP = EX cos. S. Donc, AC : CB= AX : EX cos. S ; 
ou , AC cos. S:CB=AX:EX. Soit menée AE. Dans le triangle AEX on con- 
noii la base AE , l’angle AEX à la base , et le rapport des côtés AX, EX ; 
donc , ce triangle est déterminé , et en particulier sou sommet X est déterminé; 
donc aussi , le triangle AA’X est déterminé. 

Construction. Soit AA' coupée en C en déni parties égales ; soit CB Fa demi- 
somme des côtés ; i CA et CB soit trouvée une troisième proportionnelle CD ; 
du point Dsoil élevée à CD une perpendiculaire qui rencontre en E la droite EX 
donnée de position ; soit menée AE , et sur AE comme base soit décrit le 
triangle AEX, dont le sommet X soit sur la droite SEX donnée de position , et 
dont le rapport des côtés AX et CX soit égal au rapport donné de AC cos. S à CB; 
le triangle AXA' est le triangle cherché. 

Démonstration. Elle découle de l’analyse. 

Remarque 1." Si on opère depuis le point A' de la même manière qu'on a 
Opéré depuis le point A ; on obtient un résultat semblable. Soit CD'=.CD ; 
que D’E’ perpendiculaire à AA' et élevée du point D’ rencontre SX eu E’ ; 
soit menée A’E’; on obtient de même la proportion 
AC cos. S : CB = A'X; EX. 

Limite. Pour que le problème soit possible , on doit avoir 
AX>' EX sin. AEX, ou A'X >" E'X sin. A'E’X ; partant, dans la limite les 
angles EAX , E'A’X sont l’un et l’autre droits; ci 
AX : EX=sin. AEX : 1 
A'X :E X=sin. A'E'X : 1 ; maison a toujours 
AX:EX— CA cos. S:CB— A'XtE'X ; donc, dans le cas de la limite 
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sin. AEX = sin. A'E'X ; les Iriangles rectangles EAX , E'A'X sont équiangles; 
et partant , dans le cas de la limite les angles EX A, EX A' sont égaux cnlr’eux. 

J’aflïrmc que le cas de la limite répond à la plus petite valeur de la somme 
ÀX-J-A’X, ou aCB. 

En cftel , sur SX soit abaissée une perpendiculaire A’», laquelle soit prolongée 
en a' d’une quantité aa'=A’a; et soit menée Xa\ On a toujours XA'=Xa'; 
'les angles A’Xa, a'Xa égaux etilr’eux ; et la somme AX-|-XA' égale à la 
somme AX -j- Xa' ; donc, la somme AX-j-XA' est la plus petite lorsque la 
somme AX-j-Xa' est la plus petite; c’est-à-dire, lorsque les trois points A,X,a', 
sont en ligne droite. Soit X' la position correspondante du point X; alors les 
angles a'X'u , AX'E sont égaux entr’eux ; mais les angles a'Xa , A'Xa sont 
toujours égaux entr’eux ; donc , dans le cas de la plus petite valeur de la somme 
AX+XA' les angles AX'E , A'X'E' sont égaux enlr’eux. 

Ou peut calculer celle plus petite somme comme il suit. 

Aa' 3 = A A"-aA A' x AV cos. AAV+AV* 

=s AA' a -4A A' x SA' sio.* S-f-4SA' , «n.* S=( aSA' sin.S-A’A)’ 
cl parlant , la plus petite valeur de AX-f-XA' est aSA' sin. S- AA'. 

Les angles correspondant à la limite AX'E , A'X'E' sc calculent comme il suit, 
Aa' AA'— sin. A' : sin. a' 
aA'S sin. S-A A’ : A'A=cos. S : cos. SX'A. 

De là, A'Ssiu.S; A'Ssin. S- AA'= cos. S-j-cos. X' : cos. S-cos. X' 

= tang. ^ SAX' :tang. JSA'X'. 

Les eûtes AX', A'X' répondant à la limite sc calculcut par la proportion 
SA : SA'= AX' : A'X' 

2 SE : g* =aSA' sin. S- AA' : 


Remarque a.” On peut aussi ramener le problème proposé à la section détera 
minée comme il suit. 

Puisque CA :CB =AX— CB :CP 

CA 3 :CB 3 =(AX-CB) 3 :CP* # 

=CA 3 - (AX-CB) 3 : CB 3 -CP 3 

cb 3 -ca 3 :cb 3 =cb 3 -cp 3 -ca 3 4-(Ax-cb) 3 :cb 3 -cp 3 . 

Or, CB 3 -CP 3 -CA 3 +(AX-CB) 3 = AX 3 -2 ACxCP-(CA 3 +CP 3 ) » 

= A X 3 - A P 3 = PX 3 . « 

Donc,CB 3 -CA 3 tCB 3 =PX 3 :CB*-CP\ 

Or , PX=SP tang. S; 


donc j 


Digitized by Google 



ET D’ANALYSE ALGÉBRIQUE. 

Donc , CB 3 -CA a :CB*taDg. 3 S=SP , :CB , -CP’; donc, le problème propose est 
ramené à la section déterminée. 

Item , puisque CB’-CA 4 : CB*= PX* tCB’-CP* 

=PX*:CB*- (SC-SP)' 

= PX" :CB a -SC*+ 3 SCXPXcot. S-PX'coi.*S 
CB a -CA 3 :CB*tang. a S=PX a :CB a tang.*S-(SC tang. S-PX) 3 -, 
et partant, le problème est ramené à la détermination de PX. 

Remarque 3.* On peut aussi ramener le problème proposé au problème 
suivant. Décrire un cercle , qui passe par deux points donnés , et qui touche un 
cercle donné. 

En effet , du point A comme centre, avec un rayon égal à la somme donnée 
AX+A'X soit décrite une circonférence de cercle ; que AX prolongée ren- 
contre celte circonférence en Z. On aura XZ= A'X. Partant, le point X est 
le centre d’un cercle qui passe par les points A et a' et qui touche la circonfé- 
rence dont A est le centre et dont le rayon est la somme donnée AX-f-XA' , 
des côtés du triangle cherché. 

Recherche algébrique. Soit AS=aj A'S=a' j soit S=<?; soit AX+XA'=as^ 

Soit CS = ?i-=C; AC = a — = b. 
a a 

Soit SX=x ; AX—y (aa-aaxeos. o+xx) ; A'X = J/’(a'a'-aa , xcos.o+xx). On a 
l’équation, y (aa-aax cos.o+xx) -f- y (a’a’-aa’xcos. o-bxx) = a8; de laquelle 
on tire, xx (ss-bb cos.'e) — aex cos. $ ( ss-bb) = (bc+ss) , -a'a'ss. 

Second cas. Soit donnée la différence des côtés AX et A'X. Soit de même 
AA'=aAC. Soit CB<^CA la demi-différence donnée des côtés AX et A'X. 
AX-j- A'X=a(AX-CB); on a donc la proportion 
CA : AX-CB =CB : CP ; ou CA : CB = AX - CB : CP ; soij CA : CB = CB :CD , 

CB:CD=AX-CB:CP=AX:DP. 

Que DE perpendiculaire & AA' rencontre SX en E ; soit menée AE. 
DP = EX cos. S; donc, CA cos. S : CB== AX : EX. Partant, dans le triangle 
AEX on connoîl la base AE, l’angle AEX , et le rapport des côtés AX , EX ; 
donc, ce triangle est déterminé , et en particulier le sommet X du triangle AXA' 
est déterminé. 

Les détails dans lesquels je suis entré pour la solution du problème relatif à 
la somme des droites AX, A'X, m’enga'gent à m’en tenir à l’exposition do 
l’analyse du problème relatif à leur différence. On peut faire sur celte seconde 

Mmm 


Fio. 7a. 
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question des observations correspondantes à celles qui ont etc faites sur la pre- 
mière; en particulier, on parvient à la proportion 
CA a — CB S : CB 3 =PX’ : CP 3 — CB 3 . 

Sc/iolie. Ceux des lecteurs qui sont inities dans la doctrine des sections 
Coniques, reconnoîtront dans ce qui précédé les propriétés fondamentales de 
l’ellipse et de l’hyperbole , relatives aux foyers et à la directrice. 

Application de la limite à laquelle donne lieu la question propose'e. Soit une 
figure rectiligne à laquelle on inscrit une figure rectiligne de même nom. Si 
parmi les figures inscrites il y en a une doul le contour est le plus petit ; les 
côtes adjacens à un des côtés de la première figure sont également iucliués 
à ce côté. 

Ti». ;3. Premier exemple. Soit AA'A" un triangle , et soit XX'X" un triangle qui 
lui est inscrit, de manière que les sommets X, X', X", sont respectivement sur 
les côtés AA’, A' A", A"A. Que les angles X'XA', X"X'A", XX" A , soient 
respectivement égaux aux angles X"XA,XX’A', X'X"A". Le contour du 
triangle XX'X" est plus petit que le contour de tout autre triangle inscrit au 
triangle AA'A". 

O11 détermine comme il suit les angles elle contour du triangle XX'X". 

A'X'X =sD — (A'+A'XX') — A"X'X" 

A"X"X'-=aD— (A"+A'X'X)=.V-A"+A'XX'=AX"X 

AXX"=2D - ( A+AX"X ) «=aD — ( A-A"+ A'+.VXXT^a A"- A'XX'= A'XXA 

Donc, A'XX' = AXX" =A" 

A'X'X = A"X'X"= A 
A"X"X'= AX"X =A\ 

De là , les points X, X', X", sont les pieds des perpendiculaires abaissées des 
sommets A", A , A’, sur les côtés opposés. En effet , dans cc cas les quadri- 
latères AXX’ A", A'XX"A", AX"X’A', sont respectivement inscriptihlrs aux 
cercles dont les côtés AA", A'A", AA', sont les diamètres; et partant, les 
angles A'XX' et AXX", A’X'X et A"X'X" , A"X"X' et AX"X sont respec- 
tivement égaux aux angles A", A , A’. 

Dans cc cas , AX ; AA"= cos. A : 1 ; niais par les triangles semblables 
AA" A', AXX", AX:AA"=XX":A'A"; donc , XX"=A'A"cos. A. 

De même , XX’=AA" cos. A', X'X"=AA'cos. A". 

Le contour du triangle XX'X" estdonc A A' cos.À"+A'A"cos. A-f-A"Acos. A': 
substituant aux cosinus des angles A", A, A', leurs valeurs dans les côtés 
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du triangle , et faisant les réductions convenables ; on trouve pour l’expression 
du contour. . 



2 AA' x A' A" X A"À 


= aA"X sin. A"=2AX'sin. A = aA'X" sin. A". Savoir , le rapport qui règne 
entre le sinus total et le sinus d’un des angles du triangle proposé, est le même 
que celui qui règne entre la perpendiculaire abaissée de ce sommet sur le côté 
opposé et le demi-contour le plus petit du triangle inscrit. 

Celte proportion peut être éclaircie comme il suit. 

Du pied X de la perpendiculaire A"X soient abaissées les perpendiculaires 
XZ , XZ', sur les côtés AA W , A' A" , la droite ZZ' est le demi-contour le plus 
petit du triangle inscrit; car, dans le quadrilatère A"ZXZ' inscrit au cercle 
dont A"X est le diamètre, ZZ'=A"X sin. A". Donc, c’est bien là l’expression 
du demi-contour le plus petit. 

Second exempte. Soit AA' A" A'" un quadrilatère propose; et soit XX'X"X"' Fie. 74. 
un quadrilatère inscrit à lui de manière que (s’il est possible) les jambes de» 
angles X, X', X", X'" , sont egalement inclinées aux côtés du premier quadri- 
latère sur lesquels ces sommets sont situés. On demande de déterminer (s’il est 
possible ) ce second quadrilatère. 

A'X'X =aD- (A'-j-A'XX') «=A"X'X". 

A"X"X' =aD- (A" + A"X'X" ) = A'-A"-j-A'XX'=A'"X"X'". 

A'"X'"X"=aD-( A'"-f A'"X"X'" ) = aD-( A'-A"+A'"-f-A'XX') = AX'*X 
AXX'" =aD- ( A-(-AX"'X ) =A'-A"+A"'-A-j-A'XX' = A’XX'. 

De cette équation on ne peut tirer aucune valeur de l’inconnue A XX' ; mais 
on obtient une relation déterminée entre les angles A , A', A", A'" du quadri- 
latère proposé ; savoir, un quadrilatère étant proposé pour qu’on puisse lui 
inscrire un quadrilatère du contour le plus petit, les sommes des angles opposé* 
du premier de ces quadrilatères doivent être égales entr’elles , et partant ce 
quadrilatère doit être inscriptible au cercle. Alors, le nombre des quadrilatères 
du contour le plus petit qu’on peut inscrire est illimité. C’est ce que je vais 
développer. 

Un (juadrilatère étant proposé, on peut toujours lui circonscrire un quadri- 
latère de manière que les côtés du premier adjacens à un côté du second , lui 
soient également inclinés. Pour cela , des sommets du premier quadrilatère 
on doit élever des perpendiculaires aux droites qui coupent ses angles en deux 
parties égales. Le quadrilatère formé par ces perper Jiculaircs est le quadrilatère 
circonscrit demandé. 
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Soient A A' A" A'" et XX'X"X"' deux quadrilatère» tel» que les jambes de* 
an les X, X', X", X'", du second soient egalement inclinées aux côtés 
AA' A' A", A"A'", A'" A, du premier, et que par conséquent le quadrila- 
. jouisse de la propriété du minimum de contour ; les inclinaisons 

de, L.U. x , X', X', X™, .u. od.d. AA', AA', A" A", A" A, .on, 

respectivement les complémens des demi-angles X , X', X w , X , du quadn- 
latère XX'X"X'"; partant, on a la proportion A'X : A'X — cos. 2 X :cos. 2 X; 
de là , on a la suite d’équations. 

A'X cos. £X =A'X'cos.lX' 

A"X" cos. J X" — A"X' cos. ; X 
A"'X" cos. 5 X" = 

Panant^ AAcos. a X+ A"A"'eos. |X"= A'A"cos. *X' + A'"Aco, JX'". 
Savoir les deux sommes des produits des côtés opposés du quadrilatère cir- 
conscrit par les cosinus des demi-angles adjacen* à ces côtés du quadrilatère 

inscrit, sont égales entr’elles. . . , . . 

De là , on peut déterminer le» angles du quadrdatere inscrit dans les angles 
et dans les côtés du quadrilatère circonscrit. 

A.Vcos^X+A l 'A"'cos. (A"-A’+ ix) =A'A"cos. (A'- | x)+ A'" A cos. (A- J X). 

D ,r e «îx(AA'-AA"co..A+A"A'"no..(A"-A)-A'Aco,A) 

" , w A'.V'jin. A+A'A”«n. fA"-A')+A'"Asin. A) 

' ’ * A A'-A'A"cos. A’+A" A'"cos. ( A^-A Q-A'^Aco». A 

De là , tang. X~ Â'A"s» n - A'-f A"A"'sin. ( A"-A'M-A"'Asiu. A. 

T a somme des carrés des deux termes de cette fraction est 

AA'*-aAA'xVA''co..A' + A'A"*-aVA"XA"A'" C os.A"+A"A'"».aA"A"'XA”'Aco..*'''+^"'A*. 

-f-aAA'XA"A'"cos.(A"-A')-|-aA , A"XA'"Acos. (A"-A"') 

— aAA'XA"'Aco«.A. 

Boit cette somme QQ , on a les équations • 

O sin 4x = AA'-A'A" cos. A' + A" A'" cos. (A"- A') - A A cos. A 
Q cos 1 X = A' A" sin. A' -f A''A'" sin.(A"-A') + A"' A sin. A. 
n 5 io -'x'=-AA'cos.A’ + A'A" - A"A"'cos. A" + A"'Aco,.(A'"-A") 
Qco.-i x'=+ AA'sin.A' +A"A"WA" + A'"A sin.(A'"-A' ) 

Q sin. < X"= AA'co.. (A-A") -A'AWA” +A"A” -A”Ano..A" 

Q cos. !. X" = AA' sin . (A- A'") + AA'sin.A +A Asm. A 

-J- A'A'cos.(A"-A')— A''A'"cos.A'" -j- A'" A 
-j-A'A"sin. (A"-A') + A"A'"sin. A"'. 


Q sin. | x'"= - AA' cos. A 
(Q cos. ÿ X'''= AA' sin. A 


sur 
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Sur AA' soit un point * different du point X ; que 11 parallèle à XX' rencontre 
À'A" en x' ; que x'x tt parallèle à X'X" rencontre A" A'" en x" ; que \"x" parallèle 
à X'*X'" rcncoulre A'"A en x!" . Soit menée x"’x j'affirme qu’elle sera parallèle 
à X"'X. 


En effet , & cause 

du parallélisme on a les proportions 

x x : x' x' = 

:A'X;a'x'=co..|x' :coi.jx 

x' x' : x"»" 

=cos. JX" : cos. J X' 

x"x n : x'"x'" 

= cos. J X'" ; cos. J X" ; donc , 

Xx : X'"x'" 

= cos. J X'" : cos. J X = AX : AX"' 


Donc , x M 'x est parallèle à X"'X , et le quadrilatère xx'x'x" est équiangle 
au quadrilatère XX'X"X"'. 

J’affirme que le quadrilatère xx'x’V' a le même contour que le quadrilatère 

XX'X"X'". Pour cela ; je vais exprimer le contour de la figure inscrite dans les 

côtés Je la figure circonscrite et dans les angles de la figure inscrite. 

Dans le triangle A'XX' ; XX'=A'Xcos. A'XX'-f A'X'cos. A'X'X ; on a donc 

les équations suivantes 

XX' = A'Xsio. JX -J-A' X'sin. jX' 

X'X" = A"X'*in.JX'4-A"X"«in. XX" 

X"X"'= A'"X" sin. J X"-J-A'"X'" sin. J X'" 

X'"X = AXsin. JX -j-AX'" sin.JX'". Dell, 

XX'+X'X"-fX''X'"+X'''X=AA'sin.JX-|-A'A''*in.JX'+A"A"'*iii.JX''4-A'''Asin.JX'''. 

Substituant à sin. -J X, sin. £X', sin.jX", sin. ^X'", leurs valeurs trouvées; 

. , AV-A'A"cos.A' + A"A'"cos.(A"-A') — A'"Acos.A. 

sin. a X = 

. , v , -AA' cos. A' -|- A' A"- A"A'"cos. A" -f A"' A cos. ( A'"- A") 

sin. ,A'= ! ! _____ 

Q 

. , v „ AA'cos.(A-A'")-A'A''co».A" + A"A'"— A'"Acos. A'" 

sin. j X = q — 

. (v „, -AA' cos. A -j- A'A"cos.(A"-A')-A"A'"cos.A'"-f A'"A 

sin. jX q 

on obtient XX'+X’X"+X"X''’-fX'"X=Q. 

Il est donc vrai que lorsqu’on a pu inscrire à un quadrilatère AA’ A" A'" um 
quadrilatère XX'X"X'" du contour le plus petit , on peut inscrire au même 
quadrilatère un nombre illimité de quadrilatères , qui ont tous les mêmes angles 
et le même plus petit contour. 

Non 
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Ce que j’ai dit sur Jes triangles s'étend ( mutalis mulandis) aux figures quel- 
conques d’un nombre impair de côtes ; savoir , à une figure rectiligne d’un 
nombre impair de côtés on peut inscrire une seule figure du même nom , du 
contour le plus petit. 

Ce que j’ai dit sur lés quadrilatères s’e’tend aussi ( mutatis mutandis), aux 
figures quelconques d’un nombre pair de côtés; savoir, pour qu’à une figure 
rectiligne d’un nombre pair de côtés on puisse inscrire une figure de même nom 
du contour le plus petit, les sommes des angles alternatifs de in première figure 
doivent être égales entr’clles; et quand on a pu inscrire à une figure rectiligne 
une figure du même nom du contour le plus petit, le nombre des figures ius- 
crites équiangles et isoperimetres entr’elles est illimité. On détermine les angles 
de la figure inscrite par l’équation : les sommes des produits des côtés alternatifs 
de la figure proposée par les cosinus des demi-angles aJjaceus de la figure 
inscrite sont égales enlr’clles. 

Comme celte application (quelque remarquable qu’elle puisse parollre ) est 
une simple digression ; je ne crois pas devoir insister davantage sur ce sujet. 
Je l’ai traité plus au long dans mon ouvrage qui a pour litre , De ReUxlione 
mutuel capacitatis et lemxinorum Jigurarum , JFarsoviœ , xj8q y et en parti- 
culier j’ai éclairci l’exception que cette diversité des minima égaux entr’eux 
paroît apporter au principe fondamental de la doctrine des maxiiua et minima. 

$. l35. 

Problème. Soient trois points donnés de position sur une droite. Trouver 
sur celte droite un quatrième point , tel , que le rectangle de ses distances à 
deux des premiers points , soit au carré de sa distance au troisième de ces 
poinfs , dans un rapport donné. 

Que les points donnés soient A, A', B; et que le point cherché soit X. On 
demande que le rapport AXxXA':BX a soit égal à un rapport donné. 

Enumération. Les points A et A' jouant le même rôle dans la question pro- 
posée, les positions des trois points donnés se réduisent aux deux suivantes 

La position B A. V donne lieu aux quatre positions XBAA', BXAA',BAXA',BAA'X. 

La position ABA’ donne lieu aux deux positions XABA'.AXBA'. 

Je vais examiner comme la première la position BXAA'. 

Fio- 75- Sur AA' comme diamètre soit décrit un cercle, auquel soit menée la tan- 
gente XT ; AXxXA'=XT* ; et partant , le rapport de XT à BX est donné; 
soit mené le rayon CT , et que Bb perpendiculaire à BAA' rencontre 


f 
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TX en b. TX : BX=CT : Bb ; donc, le rapport de CT à Bb est donne; 
donc Bb est donnée de grandeur , et le point b est donné de position; delà 
découle la construction suivante. 

Construction. Du point B soit élevée à BA une perpendiculaire Bb ; soit 
changé le rapport donné du rectangle AXxXA' au carré de BX dans le rapport 
de J AA’ 3 à Bb 3 ; sur AA' comme diamètre soit décrit un cercle , et du point b 
soit menée i ce cercle une tangente bT qui rencontre BA en X; le point X 
est le point cherché. 

Démonstration. Elle découle de l’analyse. 

Remarque. Du point b situé hors du cercle dont AA’ est le diamètre , on 
peut mener à ce cercle deux tangentes. 

1 .* Soit Bb = 3 AA’; la seconde de ces tangentes est parallèle à BA et ne la 
rencontre pas. Partant , dans cc cas la solution est unique. 

a." Soit Bb $ AA' ; la seconde tangente reoconlre en X’ la droite BA 
prolongée dans la direction A’AB ; et ou obtient la position XBAA'. 

5." Soit Bb AA' ; la seconde tangente rencontre en X' la droite BA pro- 
longée dans la direction BAA', et on obtient la position ÜAA'X'. 

Partant , la position BXAA' est tellement liée avec les deux positions 
XBAA', BAA'X , que l’une ou l’autre de ces deux dernières positions est 
obtenue avec la première , ou qu’aucune d’elles n’est obtenue conjointement 
avec elle, suivant que le rapport donné de BX 3 à AXxXA' est un rapport du 
plus petit au plus grand, du plus grand au plus petit, ou le rapport d’égalité. 

XBAA' 

Les trois positions BXAA', _ , , peuvent donc être regardées comme 

J)AA a 


déterminées simultanément. 


Seconde position. BAXA'. Fio. ;G. 

Sur AA' comme diamètre soit décrit un demi-cercle , et qne la perpendicu- 
laire à AA' élevée depuis le point X rencontre en Y la circonférence de cc 
demi-cercle. XY 3 = AXxXA'; et parlant, le rapport de BX 3 à XY 3 est 
donné; et le rapport de BX à XY est donné; donc, le triangle BXY est 
donné d’espèce , et le point Y est li une droite BY donnée de position ; mais 
il est aussi à la circonférence d’un cercle donné; doue, le point Y (s’il y a 
lieu ) est donné. 

Construction. Sur AA' comme diamètre soit décrit cm demi-cercle. Soit 
fait au point B sur la ligne BA un angle tel que le rapport du carré du sinus total 
au carié de la tangente ( trigonométrique) de cet angle soit égal an rapport 
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donne. Que l’autre jambe de cet angle rencontre (s’il y a lieu ) en Y la circon- 
férence du cercle dont AA' est le diamètre. Soit YX perpendiculaire à AA' , 
ie point X est le point cherche'. 

Démonstration. Elle découlé de l’analyse. 

Remarque 1 .” Pour que le problème soit possible , l’angle B ne doit pas 
ylre plus grand que l’auglc forme avec BA par la tangente menée par B au cercle 


AA' 


dont AA' est le diamètre. Le sinus de ce plus grand angle est 


A' B-AB 

ÂTi+AB» 


et l’exposant du plus grand rapport de AXxXA' à BX*est 

(AILAS.)*^ (A' R. AB)* 

ÀBXBA' «AÏiXBA 7 


Remarque 2 .” Lorsque le rapport donne' est plus petit que celui qui re’pond 
h la limite, le problème a drus solutions, qui satisfont l’une et l’autre à la 
question dans le sens de l’énoncé. 

10.77. Troisième position. XABA' 

Analyse. Sur AA' comme diamètre soit de'cril un demi-cercle ; soit aussi 
courue XT tangente à ce cercle; et qu’une perpendiculaire à AA’ élevée depuis 
le point B rencontre cette tangente en h. 

AX X X A — XT’ ; doue , le rapport de BX à XT est donné; mais les triangles 
rectangles XBb , XTC , sont semblables ; donc , XT : BX=CT : Bb ; donc , 
le rapport de CT à Bb est donné; et partant, Bb est donnée de grandeur et 
le point b est donné de position ; donc, la tangente menée par 1> au cercle 
décrit sur AA’ est donnée de position ; et le poiul X (s’il y a lieu) dans lequel 
clic rencontre ABA' est aussi donné. 

Construction. Sur AA' comme diamètre soit décrit un demi-cercle. Que le 
rapport donné de AXxXA' à BX* soit celui de £ AA' 3 au carré d’une droite Bb, 
laquelle soit élevée du point B perpendiculaire à AA'. Du point b soit menée 
(s’il est possible) une tangente à ce cercle, laquelle rencontre (s’il y a lieu) 
AA' prolongée en X. Le point X est le point cherché. 

La démonstration découle de l’analyse. 

Limite. Pour que le problème soit possible , le point b ne doit pas être en 
dedans du cercle décrit sur AA'. Lorsque le point b est sur la circonférence 
décrite sur AA', la solution est unique , et le rapport du rectangle AXxXA' au 
carré de BX est le plus grand possible. 

Remarque. Que le poiul b soit hors de la circonférence. Du point b on peut 

mener. 
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mener au cercle décrit sur AA* deux tangentes , et partant , le problème pro- 
pose' a deux solutions. 

Soit le point B entre A et C. 

I . * Soit Bl> <! AC ; il y a deux points X l’un cl l’autre dans la même position 
XA B V qui satisfont à la question. 

3 .” Soit Bb=AC 3 il y a un seul point X qui satisfait à la question ; l’une des 
tangentes devient parallèle à AA! et ne la rencontre pas. 

3.* Soit Bhi> AÇ ; il y a deux points X rèpondaul aux deux positions XABA', 
ABA'X qui satisfont k la question. 

Soit le point B entre C et A’. î 

J. ° Soit fih<^ AC; il y a deux points X l’un et l’autre dans la position ABA'X, 
qui satisfont à la question. 

3 .° Soit Bb=iAC, il y a un seul point X dans la position ABA'X qui satisfait à 
la question. 

5.' Soit B)> AC , il y a deux points X qui satisfont à la question. L’un de 
ces points est daus la position ABA'X , l’autre de ces points est dans la position 
XABA'. 

Quatrième position. AXBA'. p IO ^ g. 

yfnalyse. Sur AA' comme diamètre soit de'cril un cercle , et que XY perpen- 
diculaire à AA' rencontre en Y la circonfe'rcnce de ce cercle. AXXXA'=XY*. 

Donc , le rapport de XY à BX est donne"; cl le point Y est à une droite donne'e 
de position menée par B cl faisant avec AA' un angle donne’; mais, Y est aussi 
sur la circonférence dont AA' est le diamètre ; donc , le point Y est donne'. 

Construction. Soit fait au point B sur AA' un angle ABY, tel , que le carre' 
du rayon est au carré de la tangente de cct angle dans le rapport donné de 
BX* à AX A'. Que l’autre jambe de cct angle rencontre en Y la circonfé- 
rence du cercle dont AA' est le diamètre. Soit YX perpendiculaire à AA'. Le 
point X est le point de section cherche. 

Démonstration. Elle découle de l’analyse. 

Remarque. Le problème proposé est toujours possible, et il a deux solutions 
qui répondent aux deux positions AXBA', ABXA'. 

Le problème que je viens de résoudre appartient au problème général connu 
par les anciens sous le nom de la section déterminée. Le problème géuéral est 
comme il suit. Quatre points étant donnés de position sur une ligne droite : 
trouver sur celte droite un cinquième point, tel , que le rectangle de scs 
distances à deux des points donnés soit au rectangle de ses distances aux deux 
autres points donués dans un rapport donné. Soient A et A' deux des points 

Ooo 
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donnés, -soient B et B' les deux autres points donnes; soit X le point cherché. 
On demande «pie les rectangles AXxXA' et BXxXB' soient entr’eux dans un 
rapport donne’. 

Positions des points donnes , AA'BB’, ABA'B', ABb'A'. 

Positions des points donnés et du point cherche’. 

XAA'BB' XABA'B' XABB'A' 

AXA'BB' AXBA'B' AXBB'A' 

AA'XBB' ABXA’B’ ABXB'A'. 

Ce dernier problème peut toujours être ramené au précédent. Tour cela , 
soient coupées AA' et BB' en d»;ux parties égales aux points « elC respectivement. 

Première position. XAA'BB’ 

AXxXA'=*X 3 -A « 3 ; BXxXB'=CX*-BC*. 

1 .* Soit AXxXA': BXxXB = À« 3 : BC 3 ; donc aussi, «X:CX=A«:BC. 
a." Soit AX X X.V : BX x XB' > A « 3 :BC 3 = A * 3 : BC 3 - C 3 . 

Donc aussi , «X* :CX*-C 3 =.Aa 3 :BC 3 -C 3 . Soit C=Cb=.Cb', le rapport de «X’ à 
BXxXb' est donné. 

5.* Soit AXxXA :BXxXB’<^ A« a :BC 3 =.A« 3 -a 3 :BC 3 ; donc aussi , 

«X 3 -«* : CX 3 =A« 3 -<c* : BC 3 ; soit «=«aa=ca' ; le rapport de aXxXa'lCX* 
est donné. 

La réduction de tous les cas auxquels donne lieu le problème proposé sur 
quatre points donnés , à quelqu'un des cas auxquels donne lieu In question 
relative à trois points donnés, s’opère sensiblement de la même manière. 

Application. On demande un triangle dont ou conootl l’angle au sommet , 
et la somme ou la différence des jambes de cet angle, de même que la somme 
ou la différence de la base et de la hauteur. * 

Cet énoncé donne lieu i quatre problèmes particuliers ; suivant que les quan- 
tités données sont les deux sommes , les deux différences, ou une des sommes 
et une des différences. 

Fio. 79 . Soit BB' la somme ou la diflérence de la base cl de la hauteur. 

j.* Soit AA 1 la somme des deux côtés. 

Soit BX la base et B'X la hauteur. 

On a la proportion; AA' 3 -BX 3 :*BX xXB'=l :tang. J S; et partant, si on prend 
depuis le point B les droites Ba et Bu' l’une et l’autre égales à AA' ; on a la 
proportion. 

aXxX.i':BXxXB'=a:tang. ^S; donc, le problème proposé est ramené à 
la section déterminée. 
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a.* Soil AA’ la différence des côtés 5 on a la proportion 
(B.V-AA") : aBXxXB'= 1 *cot. J S ; 
parlant , le problème proposé est ramené de même à la section déterminée. 

' $ l56. 

Problème. On demande un triangle dont on connoît la base , l’angle au 
sommet, et la droite qui di\ise l’angle au sommet en deux parties égales. 

Ce problème peut être ramené à celui' du $ l 3 a ; sur un triangle dont on 
connoît la base, l’angle au sommet, et la somme des côtés, de la manière 
suivante. 

Soit AA’X un triangle dont on connoît la base AA', l’angle au sommet AXA', f I0 . g a K * 
et la droite XZ qui partage Cet angle en deux parties égales. 

Soit AY la somme des côtés AX et A'X , et soit menée A'Y. L’angle en Y 
est la moitié de l’angle AXA ; partant, il est égal à l’angle AXZ , et les lignes 
XZ , A'Y sont parallèles. De là, les triangles AXZ, AYA' sont semblables , 
et en particulier 

AX :XZ= AY : A’Y=AY : aA'X cos. J AXA' ; donc , 
AXxXA':XZxAY=i:acos. JAXA'. Mais (J t 3 a. 4 .°) 

AY’-AA" : AX X X A' = 4 cos. s A AXA’ : 1 . Donc , 

AY*-AA":XZxAY = acos. A AXA’: i;ou, 

AY’-aAY xXZ cos. -J AXA'=AA"; ou, 

( AY-XZ cos. A AXA' j 3 — AA' 3 -f XZ 3 cos. 3 ± AXA' ; 
parlant , on connoît AY ou la somme des côtés , cl le problème proposé est 
ramené à celui du $ 1 3 a. 

Construction. Soil prise CB égale au double de la droite donnée qui partage Fie. 80. a.* 
l’angle donné en deux parties égales; soit fait l’angle BCD égal à la moitié de 
l’angle donné ; soit BD perpendiculaire à CD. Soil prolongée CD en Y, de 
manière que CY X DY soit égal au carré de la base dounée AA' ; la droite CY 
est la somme des côtés AX et A'X. 

Démonstration. Elle découle de l’analyse. 

Soit f l’angle au sommet , ab la base , et soil a la droite YZ qui coupe l’angle 
en deux parties égales , on a 

A Y=AX + A'X=a cos. i 9 -j- y ( 4 bb + sa cos. *A 4). 

Cette somme est toujours réelle ; mais pour que le problème qui en découle 
soit possible , elle ne doit pas être plus grande que ab coscc. j -î 1 3 a on a 
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donc pour la condition delà limite, ab cosec. ^ a cos -j- J/^(4bl> -J- aacos.* j$); 
d’où l’on tire h>"a tang. J <j; alors le triangle est isoscèle. Parlant, la droite 
qui coupc l’angle donné en deux parties égales restant la même; la base du 
triangle est la plus petite lorsque le triangle est isoscèle. 

I'io. Si Celle limite peut être démontrée géométriquement comme il suit. Soient 
ASA’, aSa’ , deux triangles avant le même angle au sommet ASA'; et dont les 
bases AA', aa' , passent par un même point Z de la droite qui coupe cet angle 
en deux parties égales. Que le triangle ASA' soit isoscèle ; j’alfirmc que AA' est 
plus petite que aa’. 

Par A soit menée à SA’ une droite anti-parallèle A<t (en faisant l’angle 
ZA«=Za’A’), qui renconlçp aa' eu«. Les quatre points A, «, A’, a' sont au cercle, 
et partant, AZxZA’=aZxZa'; mais AZ=ZA’; doue, AA'^as'j et à plus 
forte raison AA’<^aa‘. 

Remarque l.” Lorsqu’on détermine deux lignes CY, DY, dont la différence 
CD est donnée , et dont le rectangle est donné , on obtient un second point Y* 
sur la droite CD de l’autre côté du point C, qui satisfait aussi à l’équation 
CY' X Y’D=AA'* ; j’uffnme que celte autre droite CY' répond à la différence 
de AX et de A’X , et au cas où la droite XZ coupe en deux parties égales l’angle 
de suite de l’angle AXA’. 

Fie. 8a. En effet , soit axa' un triangle dont l’angle extérieur est coupé en deux parties 
égales par une droite qui rencontre en z la base prolongée; et soit a’y parallèle 
à xx ; ay est la différence des côtés ax , a'x ; et on a la proportion 
oy ; a'y = 8x ; xz ; ay X xx=ax X a'y=ax X 2 a'x sin. j axa'; ou, ax X a’x : ay Xxx 
= t : ssin. £ axa’; mais, axXa’x :aa’ , -ay 3 =i s I Asin.’j axa' ; donc, aa'*-ay’rayx** 
es asin. Jnxa' l ; ay* -}- aay X xzsin. J axa'— aa'*. 

Remarque a.* La proportion trouvée par l’analyse et sur laquelle est fondée 
la construction , donne le théorème suivant. Dans tout triangle, l’excès du carré 
de la somme des deux jambes d’un angle sur le carré du côté opposé , est au 
rectangle de cette somme par la droite qui divise l’angle en deux parties égales, 
comme le double du cosinus de la moitié de cet angle est au rayon. 

On obtient de même le théorème suivant. Dans tout triangle , l’excès du 
carré du côté opposé à l’un des angles sur le carré de la différence de ses 
jambes , est au rectangle de cette différence par la droite qui divise son angle 
extérieur en deux parties égales , comme le double du sinus de la moitié de 
cet angle est au rayon. 

On peut résoudre le problème proposé autrement comme il suit, 
fit», «o. Sur la base AA’ soit décrit un segment de cercle capable de l’angle donné au 

sommet 
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somm -t du triangle , et fjne la droite XZ prolongeas rencontre en D l’arc du 
segment oppose’, les angles AXD, A'XD étant égaux, le point D sera le 
milieu île cet arc , et le diamètre passant par D sera perpendiculaire à fa corde A A*; 
soit ce diamètre DD* et qu’il rcuconlre AA' en C. Soit menée D'X. Les triangles 
rectangles DCZ , DXD', sont équiangles ; partant, DC : DZ = DX L)iy ; 
et ZDx DX = CDx DD'; mais, le rectangle CD X DD' est donné de grandeur; 
donc aussi , le rectangle ZDxDX est connu ; mais, la droite ZX est douuce 
de grandeur ; donc, les droites ZD et XD sont l'une et l’autre conuues. 

Construction. Sur la base AA' soit décrit un segment de cercle capable de 
l’angle donné , soit coupé en deux parties égales au point D l’arc du segment 
alterne; soit mené le diamètre DD' qui rencontre en C la corde AA'; soient 
déterminées deux droites dont la différence est égale à la droite qui partage 
l’angle au sommet en deux parties égales , et dont le rectangle est égal au rec- 
tangle donué CD X DD* ; du point D comme centre, a\ec un rayon égal à la plus 
grande de ces droites , soit décrite une circonférence de cercle qui rencontre 
eu X l’arc du segment AD' A'. Le triangle AXA' est le triangle cherché. 

Démonstration. Elle découle de l’analyse. 

Remarque. La seconde des droites dont la différence est la droite donnée, 
et dont le rectangle est le rectangle donné , répond à la question dans laquelle 
l’angle extérieur du triangle proposé est coupé en deux parties égales. 

Limite. Pour que le problème soit possible , on doit avoir DX<DD'; mais,’ 
DC DZ ; donc , à plus forte raison J CD' XZ ; et partant , la plus grande 
valeur de XZ est CD'. Or , CD'= AC cot. £ AXA' ; donc , la plus grande valeur 
de XZ est AC cot. £ AXA' ; XZ^ AC cot. J- AXA' ; et AC 5 - XZ tang. ' 2 AXA'; 
lorsque AC=XZ tang. | AXA' le triangle est isoscèle. 

Remarque, a.’ Le problème proposé s’énonce ordinairement comme il suit. 
Par un point donné sur la droite qui coupe en deux parties égales un angle 
d’un triangle , ou son angle extérieur, mener une droite dont la partie com- 
prise entre les jambes de cet angle soit égale à une droite donnée de grandeur. 
Ce problème a occupé plusieurs mathématiciens, qui en ont donné des solu- 
tions soit géométriques , soit algébriques , plus ou moins élégantes. Les deux 
solutions que j’ai données me paraissent les plus simples, et les plus abrégées, 
pour éviter les équations du quatrième degré auxquelles ce problème couduit, 
si on ne fait pas un choix convenable des quantités iuconnues. 

Recherche algébrique. Parmi les prçcédés purement algébriques auxquels 
donne lieu le problème proposé , le suivant , par lequel on cherche la somme 
et la différence des côtés AX , A'X , me parait un des plus simples. 

Ppp 


Digitized by Google 


3 4i ÉLÉMENS D'ANALYSE GEOMETRIQUE 
Soit AXÀ'=$ ; AA'=ab; XZ=a; soit AX + A'X==ax } AX-AX=ay. 

Il est connu que AXX A'X=AZ xZA' -f ZX* ; 

et nue AX: A'X=AZ :ZA'. Ona, AZ=bx^.; A’Z = b x 

X 1 

AZ X ZA'=bb X AXxA'X— AZxZA’=(xx-yy) (»- — ) 

ix ' ' xx 

( xx-v v) ( xx-hh) _ 

XX 

Item , 4 bb=AX* — a AX X X A' cos. AXA' + A'X" 

= ( x+y )*- a ( xx -y y) cos . $ -Kx-y )’= 4xx si n . * | <f+4vy cos. * J $ ; 

et de là , (xx-yy) cos.’j <s = xx-bb; d’où Ton obtient = a cos. ; 

ou xx-ax cos. | $ = bb , conformement à ce qui a été trouvé par le premier 
procédé géométrique. 

$ l37. 

Problème. Soient deux points et une droite donnés de position. Trouver sur 
cette droite deux points de chacun desquels menant des droites aux deux points 
donnés , elles comprennent à ces derniers points des angles donnés. 

Fie. 83. Lemme. Soient deux cercles qui se coupent dans les points X et X' ; soient 
leurs centres Z et Z’. Sur chacune des circonférences de ces deux cercles soit 
pris un point , soient ces deux points A et A'. De ces points soient abaissées 
sur XX' les perpendiculaires AB et A' B'. Du milieu D de AA’ soit élevée à AA‘ 
Une perpendiculaire qui rencontre XX' en E. Que ZZ' rencontre XX’ en V. 
J’affirme que ABxZV±AB' xZ'V=VExBB’. 

Cet énoncé donne lieu à trois cas principaux , qui dépendent des positions 
des centres Z et Z' et des points A et A' relativement à la droite XX'. 

1 .* Soient les points A et Z d’un même côté de XX' ; et soient les points 
A' et Z' du même côté de XX'. On a les deux équations 
( AB-ZV )• + BV* = ZA* = ZX'= ZV ' + VX* 
(A'B , -Z'V)*4-B'V , =Z'A' 1, =Z'X J =Z'V , -j- VX* 

Delà, aA'B'xZ'V-aÀBxZV=B'V*-B\*-AB’ +.A'B'* 

=B'V , -BV*-B'E s -j-BE* (parce que AE=A'E ). 
Or, B'V*-B’E , =EV (B'V-fB'E) 

BE*-BV’=EV (BE-j-BV); donc, 
a A' B' x Z' V-a A B x Z V— : a E V x BB' ; 
et A'B'xZ'V-AB xZV=BB' xEV. 
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9.* Les points A et Z e'tant d’un même côte’ de XX', que les points A' et Z* 
soient des deux côtés de XX'. 

, , , . . ( AB — ZV ) s -f BY a =ZV’-f-YX J 

On a les deux équations B f V* 7>'\* -fr- VX 3 

desquelles on obtient, ABxZV-f- A'B’xZ'V=VExBB'. 

3.* Soient les points A et Z des deux côtes de XX', et que les points A'et Z’ 
soient aussi des deux côtés de XX'. 

^ . ( AB Z V )* -f BV* =Z V* -f VX a 

Ou aies deux equauons (A ' B - B ' V » =Z ' V . VX 3 ; 

desquelles on obtient, ABxZV-A'B' X Z'V— YEx BB'. 

Application au problème proposé. Soient A et A' deux points donnés de Fie. 8 ici 83. 
position , et soit BB' une droite aussi donnée de position. On demande sur 
eette droite deux points X et X' tels, que menant les droites AX, AX', A'X , A'X', 
les angles XAX', XA’X' soient donnés de grandeur , et respectivement égaux 
à des angles donnés * et a. 

Premier cas. Que les angles donnés « et a soient égaux entr’eux. Les quatre 
points A, A', X, X’, sont à la circonférence d’un même cercle. Soit Z le centre 
de ce cercle ; ce centre Z est sur la droite DE perpendiculaire à AA' et élevée 
depuis son milieu. 

i.° Soient les angles * et «' l’un et l’autre droits. La droite XX' est le dia- p jo grj , 
mètre du cercle qui passe par les points A et A', le point E est le centre du cercle 
cherclié , et EA=EA’ en est le rayon. 

3.* Que les angles égaux « et «' ne soient pas droits. p 1(> a . 

ZE : VZ = 1 :sin. E 
et VZ ? AZ=cos. a : i. 

Donc, EZ : AZ=cos. « : sin. E. Soit menée AE. Dans le triangle AEZ on 
connolt la base AE , l’angle AEZ ou AED , et le rapport des côtés AZ ri EZ ; 
donc , ce triangle est déterminé, et en particulier le sommet Z de ce triangle 
est déterminé. 

Construction. Que la perpendiculaire à AA' élevée depuis le milieu D de AA’ 
rencontre en E la droite donnée de position. Soit menée AE. Sur la droite AE 
comme base soit décrit le triangle AEZ dont le sommet Z soit sur DE, et dont 
le rapport des côtés EZ et AZ soit égal au rapport donné de cos. «à sin. E j 
Le point Z est le centre du cercle cherché. 

Remarque. Puisque AZ= EZ ; AZ > ËZ sin. £ j et partant , le 
problème est toujours possible. 
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Il y a deux points Z qui satisfont à la proportion AZ :F.Z = sin. E:coj. *; 
et parlant aussi , il y a deux paires de points X et X' qui satisfont à la question 
proposée. 

Second cas. Que les angles a et a ne soient pas e'gaux enlr’eux. 

Ce problème donne lieu à plusieurs cas ; suivant que les points A et A' sont 
l’un et l’autre d’un même côté de BB', ou qu’ils sout l’un d’un côté de BB' et 
l’autre de l’autre côté ; et dans cbacuu de ces cas les angles donne's a et «, 
peuvent être l’un et l’autre aigus , ou l’un et l’autre obtus , ou l’un aigu et l’autre 
obtus; et l’un d’eux étant droit, l’autre peut être aigu ou obtus. Mais, pour 
éclaircir le procédé de la recherche, il me suffira de développer un de ces cas, 
par exemple celui danslequel les points A et A' sont d’un même côté de la droite 
donnée , et en même teins les angles a et d sont l’uu et l’autre aigus. 

85. Puisque les angles XAX’ , XA’X’, sont respectivement e'gaux aux angles 
donnés « et a' , les points A et A’ sont sur les circonférences de segmens de 
cercle décrits sur XX' comme buse , et respectivement capables des angles 
donnes a et a’. Soient Z et Z’ les centres de ces cercles ; et que ZZ’ rcnconlro 
J5B' en V. Soient aussi AB, A'B' perpendiculaires à XX'. 

Par le lemmc ; ABx ZV — A'B' x Z’V=BB’ X EV. 

Or , VZ : VZ'= col. a : cot. * — tang «' : tang. « ; donc , 


yz'—Yz 


tang. a 
tang. a' 


Donc, VZ (AB — A'B' — ^A)=BB' xEV ; et 

tang. a 


VZ:EV=BB’ tang. *' : AB tang. a — A’B' tang. a’; donc le rapport de VZ:EV 
est donné , et parlant , le point Z est à une droite donnée de position menée 

parE; laquelle fait avec BB' un angle dont la tangente est 7 ; 

pour abréger, soit cet angle désigné par C; on a les proportions 
EZ:VZ=i:sin. c 
VZ : AZ = cos. a : 1 . 


Donc, EZ:AZ=cos.«:sin.C; donc le rapport de EZ à AZ est donné; 
donc , dans le triangle AEZ on connoil la base AE, l’angle AEZ, et le rapport 
des côtés EZ, AZ , donc ce triangle est déterminé, et en particulier le point Z 


est donné. 

Construction. Soient AB cl A’B’ perpendiculaires à la droite donnée de 
position. Du milieu Dde AA' soit élevée à AA' une perpendiculaire qui rencontre 
BB' en E. Du point E soit menée une droite EZ qui fasse avec BB’ uu angle BEZ 

dont 
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Boni Ii tangente est 


RB' tang. J 


-; soit cet angle C. Soit menée AE; 


ABiang. «-AB tang. «’ 
et sur AE soit décrit le triangle AEZ dont l’angle AEZ est donné , et dont le 
rapport des côtés. EZ, ÀZ, soit égal au rapport donné de cos. « à si». C ; le point 
Z est Je centre et ZA est le rayon du cercle cherché , de manière que l’angle 
XAX’ dans -le segment de ce cercle qui a pour base XV est égal à l’angle <r. 

La démonstration découle de l’analyse. 

Remarque 1 .” Pour que le problème soit possible , on doit avoir 

AZ? EZ sin. AEZ ; or , AZ=. EZ — ; donc , sin. C > sia. AEZ cos. a; cela 

cos. « 

a toujours lieu , en particulier, lorsque l’angle C étant aigu il est plus grand que 
l’angle AEZ. Lorsque le problème est possible, il a deux solutions; ou, il y a 
deux paires de points X et X’ qui satisfont à la question proposée. 

Remarque a.’ Les autres cas auxquels le problème proposé donne lieu, 
dépendant seulement des différentes positions des points A et A' relativement 
à la droite BB' , et des grandeurs des angles « et a suivant lesquelles ils sont 
aigus, droits ou obtus ; leur développement ne peut souffrir aucune difficulté. 

Procédé algébrique. Soient a et b les coordonnées du point A ; soient a' et b' 
les coordonnées du point A'. Soit x cos. $-j-y siu. c - — d , l’équation de la droite 
BB' donnée de position. Soient x et y les coordonnées du point X , et soient 
x' et y’ les coordonnées du point X'. 

Dans le triangle AXX' les coordonnées des sommets A,X,X', sont 

k’ * | respectivement; de là l’angle XAX' a pour tangente 

yx'-y'x-a fy-y')-hfx'-x) 

(»'») (*->) 

De môme dans le triangle A'XX' les coordonnées des sommets A', X , X', 
a',x,x, 

sont . ’ , respectivement ; de là l’angle XA'X' a pour tangente 

b > y» y » 

yx'-y'x-a'f y-y') — b'(x'-x ) 

/ Vt“ . i r\~ ~ “ ’ • 

(x-a)tx-a) 

Les points X et X’ étant sur la droite BB' ; on a les équations 

x cos. «-l'y s * n< $=d 

x'cos. $-f y' sin. 4 >=d’ 


Qqq 
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. * | j ... vx'-v'i-n (v-y')-b(x'-x) 

on a aussi les deux équations •* * — - — i T j r -r— : = tang. « 

l*-») U -a) 

yx'-v'x-a'{y-y’)-b'(x'-x> . 

J — ; rryTT: = lang- « • 

(x-a ) (x -a ) 

Au moyen de ces quatre équations , on peut déterminer les quatre inconnues 
s, x', y, y'. 

Ce procédé algébrique , fonde sur la doctrine générale des coordonnées, 
peut être remplacé avec avantage par le procédé suivant , aussi algébrique. 

Que les droites AA' et BB 1 se rencontrent en C. Soit CA — a, CA'=a'. 
Soit CX = x, CX'=x'; C = y. 

Dans le triangle CAX , col. CAX=.— = - cosec. >-cot. y. 

° ' CA sin. C x 

Dans le triangle CAX', cot. CAX’ = = -, cosec. >-cot. y 

t 

Dans le triangle CA'X, cot. CA'X ....... = - cosec. >-cot.?- 


= ^ 7 cosec. y- col. y 


Dans le triaDgle CA'X', cot. CA'X' 

_ „ „ , »aco»ec.»?-4-a (x-)-x')cot.t>+xx'co«!e.»> 

Delà ,cot. X AX'=col. (C AX'-CAX) ~ vto^>( £Cx ) ==co1 4 

De mime, cot. XA'X' = (T-T) = co1 * 

Au moyen de ces deux équations on peut déterminer les deux inconnues xet x', 
et partant , les positions des points X et X'. 


5 1 38. 

Problème. Soit un triangle donné de grandeur et d’espece. On demande le 
point (sur le plan de ce triangle) duquel menant des droites à ses sommets , elles 
comprennent entr’elles des angles donnés. 

Fia. 86 . Soit ABC un triangle donné. On demande le point F duquel menant des 
droites PA, PB, PC, aux sommets de ce triangle, les angles APB, BPC,CPA, 
soient égaux à des angles donnés y, *, C, respectivement. 

Analyse. Puisque les angles APB, BPC, sont donnés de grandeur; le pointP 
est à la circonférence de chacun des segraens de cercle capables des angles 
donnés y et a et décrits sur les bases AB, BC respectivement; donc, le poiut P 
est le point de section (s’d y a lieu) de ces deux circonférences. 
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Construction. Sur les droites AB, BC, comme bsse» soient de'critsdes segmens 
de cercle capables des angles donnes y et. a respectivement; si ces deux segmens 
sc coupent en un autre point P, ce point de section est le point cherche'. 

Démonstration. Elle dc'coule évidemment de la construction. 

Remarque. Pour que le problème soit déterminé, les cercles auxquels appar- 
tiennent les segmens décrits sur AB et BC comme bases , doivent se rencontrer 
en un seul point. Si ces segmens appartiennent à un même cercle ; et partant , 
si les points A , B , C , P , sont à la circonférence d’un même cercle , la question 
est indéterminée , et les angles « et y sont déterminés à être respectivement 
égaux aux angles A et C. 

Cette considération conduit à une seconde analyse et à une seconde cons- 
truction , remarquables par la facilité avec laquelle on peut calculer par leur 
moyen, tant les graudeurs-des distances du' point cherché aux points donués, 
que leurs inclinaisons aux côtés du triangle donné. 

Seconde analyse. Au triangle ABC soit circonscrit un cercle. Pour que le 
problème soit déterminé, le point P ne doit pas être sur la circonférence de 
ce cercle ; et partant, les angles APB , BPC, ne doivent pas être égaux aux 
angles C et A respectivement. Soient ( par exemple 1 les angles APB , BPC , plus 
petits que les angles C et A respectivement; et parlant, soit le point P au dehors 
du cercle circonscrit à ABC, et soit aussi la droite AC entre le point P et lfl 
sommet B du triangle. 

Que les droites PA , PB , PC , rencontrent la circonférence de ce cercle dans 
les points A', B’, C, respectivement; cl soient menées les droites A'B', B’C',C'A'. 

Dans le triangle A'B'C’, A'=A — «; C'=C — y , B'=B-f-C. Donc, les angles 
du triangle A'B'C' sont connus; et les rapports des côtés de ce triangle sont 
aussi connus. 

Les triangles APB, CPB, sont respectivement semblables aux triangles 
B'PA', B'PC'; de là , on a les proportions suivantes 
AP : PB' = AB :A'B' 

FB':PC=B'C':BC. 

Donc, AP:PC=ABxB'C':A'B'xBC= 

De là , dans le triangle APC on connoit l’angle P et le rapport des côtés qui 
sont jambes de cet angle ; donc, ce triangle est donné d’espèce , et en parti- 
culier les rapports des côtés PA , PC, au côté AC, sont donnés; mais le côté AC 
est donné de grandeur, donc les côtés PA , PC , sont aussi donnés de grandeur. 

Construction. Sur le* jambes de l’angle C soient prises depuis le sommet de» 
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droites qui soieDt entr’clles dans le rapport de - 


AB 


BC 


•il). C -y ùu. A- « * 

ou de AB sin. ( A-«) à BC sin. (C-y) ; si la droite quj joint leurs extrémités est 
e'gale à AC, le triangle APC est le même que le triangle qui vient d’être cons- 
truit ; sinon il lui est semblable. 

Démonalratian. Elle découle de l’analyse. 

Remarque 1." Les trois droites PA, PB, PC, sont entr’elles comme let 

p'C' 0' 

quantités -g-, ou comme les quantités BAx AC sin. A-« , 


ABxBC sin. B-{-C , ACxCBsin. C-y. • 

Remarque a.* Réciproquement , le problème dans lequel on demande de 
déterminer le point P , en composant les rapports de ses distances aux trois 
points donnés A , B, C, est ramené au problème proposé, dans lequel les 
angles APB, BPC , CPA, sont donne'.». 

Eu effet, puisque les droites PA, PB, PC, sont enlr’clles comme les 


. . B'C' 
quantités -gg- , 


A'C' A' B' 
AC ’ AB 


lorsque les rapports des trois premières droites 


sont donnés , les rapports de ces dernières quantités sont aussi donnés ; mais 
les rapports des droites BC, AC, AB, sont donnés; donc aussi , les rapporta 
des droites B’C’, AC, A’B’, sont donnés; doue le triangle A BC est donné 
d’espece, et en particulier les angles de ce triangle sont dounés ; mais les 
angles A', C', B', sont respectivement Â-«, C->, B-f-C; donc aussi les angles 
o, j-, C sont donnés. 

Partant , les deux problèmes dans l’un desquels on donne les angles en P, 
et dans l’autre desquels on donne les rapports drs droites PA, PC, PB, sont 
liés l’un à l’autre d’une manière si intime , que la solution de l’un d’entr’eux 
entraîne celle de l’autre. 

Scholie. Le second de ces problèmes peut aussi être résolu au moyen de 
l’intersection de deux lieux au cercle déterminés dans le $ 45. 

F». 87. Remarque 5.* Le cas général du problème proposé, dan» lequel les positions 
des points A,B,C, sont quelconques, peut être ramené au cas particulier et 
plussimplc dans lequel ces trois points sont en ligne droite, de la manière suivante. 

Soit décrite la circonférence de cercle qui passe par le poity P, et par deux 
des trois points donnés tels que A cl B. 

Pour que le problème soit déterminé , celte circonférence ne doit pas passer 
paricpoinlC; que cette circonférence rencontre ACenc. Soient menées Pc et Bc. 

Dans 
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Dan* le triangle BAC l'angle A est donne , et l’angle c est égal à l’angle donné 
APB— y \ doue ce triangle est donné d’espèce; et en particulier le rapport 
de AB à Ac est donne ; mais AB est donnée de grandeur , donc Ac est donnée 
de grandeur. De plus , l'angle BPc est égal à l’angle A , et l’angle CPc est 
la différence de l’angle À et de l'angle BPC ou a. Partant , les points A, C, c, 
sont donnés de position sur une même droite , et les angles APC, CPc, ou APc 
sont donnés ; donc le cas d’une position quelconque des trois points donnés est 
ramené au cas où les trois points donnés sont en ligue droite. 

Remarque 4.* Puisque dans le triangle APC le rapport des côtés AP, PC, 
est donné; les angles PAC, PCA, sont aussi donnés; par exemple , par le» 
proportions (tirées de la trigonométrie) 

AP :PC= cosec. APC: cot. APC+cot.PCA 
PC : AP=coscc. A PC : cot. APC -f- cot. PAC. 

Schol : e. Le problème qui fait l’objet de ce $ est remarquable par son milité 
et par ses applications à la géodésie. En effet , les positions de trois points 
étant données , on détermine la position d’un quatrième point relativement k 
eux , en observant les angles sous lesquels depuis ce quatrième point on voit 
leurs distances. Il faut remarquer que les solutions précédentes reposent essen- 
tiellement sur la supposition que ces quatre points sont sur un même plan ; au-, 
trement le problème surpasse la portée des éiémens. 

Parmi les belles applications du problème qui vient de nous occuper, je citerai 
celle qu’a faite l’ingénieux Lambert {*) , eo mettant en équation et en résol- 
vant , par son moyen , la question suivante. Soient deux systèmes de points 
composés chacun de quatre points; les points d’un des systèmes sont accessibles, 
mais invisibles les uns à l’égard des autres ; les points de l’autre système sont 
inaccessibles , mais ils sont visibles depuis chacun des points du premier système. 
Depuis chacun des points du premier système on observe les angles sous lesquels 
on voit les distances des points du second système. D’après ces observations, on 
peut déterminer les distances respectives de ces huit points enlr’eux. 

Après avoir exposé différent procédés tirés de la géométrie pour la solution 
du problème proposé, je vais esquisser les procédés que fournit l’algèbre. 

Le procédé qui paroit se présenter à l'esprit le plus naturellement , consiste à 
prendre pour inconnues les trois distances PA, PB, PC; lesquelles soient 
désignées par x , y , x , respectivement. Que les côtés AB , BC , CA , soient dési- 


(*) Br/trag « su rtinen uni angnvandten rruUhrmatii. 

B.rr 
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gnés pare, a, b, respectivement j et que les angles opposes à ces côtes soient 
désignes par C , A , B, respectivement ; on a les trois équations , 
xx — axy cos. y -f- yy =■= co 

XX 3X2 COS. C + 22 = bb 

yy — 3 y 2 cos. a+ 22 = aa. 

Des deux premières équations on tire les valeurs de x en y et en c. 
x=ycos.>+^(ec-yy sin.*>) 
x = xcos. C+l /, (bb-22sin.*C). '■ 


De là , y cos.) — 2Cos.C=f/(bb-22sin.*C) — k^(cc-yy sin.**). 

yy- ayscos.>cos.C-{-22 =s bb-{-cc-ap , ^( (bb-txsin.’C) (cc-yy sin. "v)). 
Or, yy-ay2cos.«+22=aa ; et«=C— >; 

Donc, ayxsin. C»in. 5 -=bb-|-cc-aa- 3 V' - ( (bb-xxsin.'O (cc-yy sin. *>•) ). 

= abc cos. A-aK r ( (bb-22 sin.’C) (cc-yy sin. V) )• 
bccos. A-yx sin.Csin. {bb-22 sin.* C) (cc-yy sin.*>) ). 

bb cc cos.*A-abcj2 sin. Csin.^cos. A = bbcc-bh vy sin.*>- cc 22 siu^C 
bbyy sin.^-abeyssin. Csin. >cos. A -f cc22sin.’C=bb ccsin.’A. 

De celte équation , combinée avec l’équaliott yy— ayxcos. « -fax =aa; on 
tire une équation à une des inconnues seulement , laquelle devient une équa- 
tion bicarrée. 


La longueur de ce procédé (sur-tout quand on le compare avec quelqu'un des 
procédés géométriques) ne permet pas de l’envisager autrement que comme un 
exercice de calcul, qui peut occuper utilement les élèves, sur-tout lorsqu’ils en 
poursuivront les résultats, pour montrer leur accord avec ceux que donnent les 
solutions géométriques. 

J’en dis autant du procédé fondé sur la doctrine des coordonnées. 

Soient a et b , a' et b', a" et b v ; les coordonnées des trois points donnés $ 
soient x et y les coordonnées du point cherché. 

Les tangentes des angles que les droites menées du point xy aux points 


« I. , 11 , ,1 r 1 . b-y b’-y h"-y 

ab , a b , a b , lont avec I axe des x , sont respectivement — * , — — - , . 


Les tangentes des angles que l’une de ces droites , par exempte la première , 
fait avec les deux autres , sont respectivement 
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b-y 1>'-y 

a-* ;i’ - x (h-y) (a’-x) — fb '-y) (a-*) a'h-ib'-y J (I>'-b) 

l | l>-y x ‘‘'-T - l 8 * 1 ) !“'-») + (b-y/fF-y) l»-*) (a'-x) + (b-ÿ7îb^ÿj * 


a5i 


a-x a - x 


b-y h"-y 

a-x a" *x_ (b-y) (a"-x^ — fb"-y) *a-ï) a"b-ab"-y (a"-a)-j- * (L w -b) 

~ (■-*) l»'-xj + (b-yjib--y) = (a-x) (a"^H-(b-y) (l^f 

* a-x â^-x 

Soient égalées ces deux expressions aux tangentes des angles donnes ; on 
obtient deux équations à deux inconnues , l’une et l’autre du second drgre’ ; 
de la combinaison desquelles on obtient une e'quation du second degré , pour 
dc’terminer l’une des inconnues. 

Le procédé suivant me pareil le plus simple des procédés algébriques , pour 
résoudre la question proposée. 

Soit l’angle PBC=x ; PBA=B-x ; PAB=aD-(B-x-|->); PCB=aD-(x^-«). 

AB : PB = sin. APB : sin. PAB=sin. y : sin. (B-x -)->■) 

PB t BC=sin. PCB : sin. BPC=sin. (x-f-«) ; sin. « 

AB : BC =sin.?sin. (*-}-«) : sin. «sin. (B-x-f->) 

ou, AB sin. « : BCsin. y z=sin. (x-j-«) • sin. (B-x-f-?-). 

ABsiii.o+BCsin.}. : ABsin. «-BCsin. > = tang. — - —— • lang.(x- — ). 

| ^ ^ 

De U , on obtient taDg. ( x ) J et parlant aussi l’angle x. 

On peut aussi déterminer immédiatement l’angle x par la proportion 

AB sin. « ; BCsin. ?.=cos. «-(-sin. «cot. x ; sin. (B-f->) cot. x - cos. (B+>) 

ou , ABsin. (B-f->) : BC sin.ÿ=cot. «-{-cot. x : cot. x - cot. (B-{->) 

y AB cos. (B-f>)4-BCsin. y cot. « 

Delà, cot. x = -j-g-r — ô - v T T Kr ~ 

AB sin. (B -)->} — BCbin. y 

, AB’-aABXBCsin.j-cns. (B-f->-«) cnsec. «-{-BC’sin, “j-rosec. 3 * 
cosec. x (ABsin. (B+v)— BCTbïïT)” 

. , (AB sin. (B-j->.) — BCsin. >)’ 

Sln- * AB’-aABXBCsiii. >cos. (B-)->^a) cosec. «-(-BC’sin. % coscc, J « 
BC“ sin.* x=PC*Xsin.*« 

(ABsin. (B-f->)-BCsin. >)* 


PC*=BC*X 


AB’sm.^-aABxBC sin. «sin. y cos. (B+>-«y -f - BC 3 sin.*y‘ 


/ 
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Ou obtient de même chacune des deux autres distances PA , PB. 

_ , . iir. A Beos. (B+>)-f BCrin.j-cot.« 

Lorsque les deux termes delà traction ■ 

1 ABsiu. (B-J->) — BCsw.> 

e'vanouisscnt en même trms, la cotangente de l’angle PBC est indéterminée, et 

partant , la question elle-même est indéterminée ; on a alors 

AB:BC= sin. j-cot. a'.cos. (aD (B+>)) =siu.>:sin.(B+>) 

ou, cot. « = coi.(aD-(B_f->-) ) 

« = aD-(B- 4 ->) ; s D = B_(-«-(-> = B-f-C=B+ÀPC. Partant , le 
quadrilatère APCB est ioscripliblc au cercle. 


$• !%• 

Problème. À un triangle donne' circonscrire un triangle donne' de grandeur 
et d’espèce ; cl à un triangle donne inscrire un triangle donne de grandeur et 
d’espèce. 

Isemtne premier. Soient trois points donne's de position , mener par l’un 
d’cutrVux une droite sur laquelle abaissant des perpendiculaires depuis les deux 
autres , leur distance soit.donnée. 

Soient A et A' deux points donne's de position , et soit B un autre point donne 
de position. Mener par B une droite sur laquelle abaissant les perpendiculaires 
AP, A’ P', la droite Pl. v soit donnée de grandeur. 

Analyse. Par A' soit conçue menée à PP’ une parallèle qui rencontre AP en p.‘ 
Dois le triangle rectangle AA’p , on connoit l’hypothénuse AA' et le côté 
A'p=PP' ; donc , ce triangle est déterminé, et en particulier la droite A'p est 
donnée de position j donc aussi , la parallèle PP' menée par B est donnée de 
position. 

Construction. D’un des points donnés tel que A' comme centre , avec un 
rayon égal à la droite donnée de grandeur, soit décrit un cercle. De l’autre 
point A soit menée à ce cercle une tangente Ap , soit mené le rayon A'p au 
point de contact , cl du point B soit mené au rayon A'p une parallèle j elle sera 
la droite cherchée. 

Démonstration. Elle découle de l’analyse. 

Limite. La plus grande valeur de la droite donnée de grandeur est la droite 
A A' • alors, la droite cherchée est parallèle à AA'. 

Remarque î .” Lorsque la droite I donnée de grandeur est plus petite que AA' 
on peut mener du point A(extérieur au cercle dont le centre est A' et le rayon I) 
deux tangentes ; et parlant , le problème propose a deux solutions. 

Remarque 
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Remarque a.* Suieul menées AB et A'B'; le triangle ABA' est déterminé par 
scs côtes , et en p.irliculii r l'angle ABA' est donné. Donc aussi , la somme des 
angles ABP , A’BF est donnée. Mais les droites BP et BP 1 sont respectivement 
les cosinus des angles ABP et A'IiP’ pour les rayons AB et A B: donc le pro- 
blème proposé est le meme que le suivant. Partager un angle donné q en deux 
parties , eu couuoissniil la somme s de leurs cosinus rapportés à des rayons 
donnés a cl a*. Ou a donc à résou Jre l’équation a cos. x-j-a' cos. (f-x) = s; do 
laquelle on obtient 

s (a -j-a'rns. $)+.i'sin.<*iJ/ r (na -(- aaa'cos. <j -j- aV- ss) 

COS. X— ' 7 “ . 7 r 

aa-j-daa cos. 

, s (a'-4-a cos.<j'+a*in.<fj'''('aa+ana'ens.o-|-a’a'-ss) 

COS. , I "J ï î . 

aa-j-uaa cos. «j-f-a a 

Lemme second. Soient deux cercles qui se coupent donnés de grandeur et 
de position. Mener par l’un de leurs points de section une droite, dont la partie 
comprise eutie les circonférences de ccs cercles soit égale à uuc droite al donnée 
de grandeur. 

Soient C et C' les centres de deux cercles donnés qui so rencontrent en un f 1(v , gp t 
point A. M ener par A une droite XX’, terminée aux circonférences de ccs 
cercles en X et en X' de manière que la droite XX' soit égale il la droite al 
donnée de grandeur. 

Analyse. Soient CP et C'P' perpendiculaires à XX'; AX==aAP; AX'=aAP'; 
XX'=aPP' ; donc, PF=1. Partant, les points C et C’ étant donnés de position, 
et le point A étant aussi donné de position , on doit mener par A la droite PF 
sur laquelle abaissant les perpendiculaires CP et C'P', la droite PF soit égale à la 
droite 1 donnée de grandeur. 

Limite. La plus grande valeur de XX’ ou al est d’être double de CC' ; et dans 
la limite la droite XX' est parallèle à CC' ou perpendiculaire à la droite AA' qui 
joint les points de section des deux cercles. 

Remarque. Lorsque les points X et X' sont situés des deux côtés de la 
droite AA'; la droite XX' est la somme des droites AX et AX'; et elle est leur 
différence lorsque ccs points sont situés d’un même côté de AA'. 

Application au problème proposé. Soit ABA’ un triangle donné de grandeur 
et d’espèce , auquel ou doit circonscrire un triangle XZX' donné aussi de 
grandeur et d’espèce. 

Analyse. Puisque les angles X et X' sont donnés, les lieux des points X et X' f 10 , g,,, 
•oui les circonférences des ségmens de cercle décrits sur AB ci A’B comme 

Sss 
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Cordes , et capables des angles donnes X et X' ; et puisque la droite XX' est 
donne'e de grandeur , le problème propose' est réduit au letninc second. 

Construction. Sur les droites AB et A B comme cordes soient décrits des 
segmcns de cercle respectivement capables des angles du triangle qui doivent 
être opposés aux côtés AB et A'B. Puis soit menée par B une droite XX' dont 
la partie comprise entre les circonférences de ces cercles soit égale au côté 
donné du triangle compris entre ces angles. 

Démonstration. Elle découle de l’analyse. 

Limite. La plus grande valeur du côté XX’ a lieu lorsque XX' est parallèle 
à CC et alors XX' est double de CC'. 

1.* Que les angles X et X' soient l’un et l’autre aigus. 

CBA s i Dr — X 
C'BA'= i Dr— X' 

CBC' = aDr-(X+X'-ABA') 

Soit CB = J AB cosec. X=R 
CB= * A'B cosec. X'=R' 

CC' a =RR -(-aRR’cos. (X-f X'— ABA')-f R'R'; partant, la plus grande 
valeur du côté XX' est ap''" (RR-f aRR'cos. (X-j-X’-ABA')-fR R'). 

Le même maximum a lieu lorsque l’un des angles Xel X', tel que X' est obtus. 

Remarque. On résout en particulier le cas dans lequel les points A , B , A‘ sont 
en ligne droite , de manière que les côtés ZX, ZX', XX', du triangle demandé 
doivent passer par les points A , A”, B, donnés de position sur la droite AA'. 

Réciproquement. Le triangle XZX' étaut proposé on peut lui inscrire un 
triangle ABA' donné de grandeur et d’espèce. En particulier, le triangle XZX' 
étant proposé , on peut mener une droite dont les parties comprises entre ses 
côtés soient respectivement égales à des droites données de grandeur. Pour cela , 
on résoudra le problème inverse et on copiera la figure obtenue. 

Procédé algébrique. Lemme. Trouver deux angles dont on connotl la somme 
(ou la déférence) , et la somme p (ou la différence) des produits de leurs sinus 
par les nombres donnés m et n. 

Equation , m sin. x-}-n sin. (s-x)— p. 

npsin. s+(m-n cos. s) J/" (miMmn co». s-J- nn-pp ) 

De la , cos. x = — 1 = , 1 - — 

ntm-smu cos.s-|-iiu 

. p (ra-n cos. s) + n sin. s (mm-amn cos. s-f*nn-pp) 

sin. x = i 

mut- a oui cos. s q- uu 


Digitized by Google 


C — 


a55 


ET D’ANALYSE ALGÉBRIQUE. 

Remarque. Pour que le problème soit possible, on doit avoir pp"< mra 
-amii cos. s-j- un ; et parlant, la plus grande valeur de pp est mm-amn cos. s-f-nn. 

Application. Soit l’angle ABA'=C ; soient les angles X et X', y et y respec- 
tivement. Soient aussi AB et A'B , a et a' respectivement. 

Soit ABX=x ; A' BX'= sD- (x+C). BAX=aD- (>+x) ; BA'X'=x+C-y'. 

BX = .X BX'= a' X 

sin. y stn. y 

, sin. (y-fx) . , sin. (x -fC-y') 

n — a X — i + a : 1 — . 

siu. y ' sin. y 

Partant, on connott la diflerence y-f-y'-C des angles y-{- x et x -f- C-y ; et la 

t 

, . • . a h 

somme des produits de leurs sinus par les quantités données , ou 

r 1 1 su), y 6iu. y 

a coscc. y, a' cosec. y. Donc , le problème propose est réduit au lcmrne. 


5 l4o. 

Problème. Soient donnés les quatre côtés d’un quadrilatère inscriplible au 
cercle ; déterminer ce quadrilatère. 

Soit AB un des côtés pris pour base d’un quadrilatère ABXY inscriplible au F«>. 
cercle ; déterminer ce quadrilatète. 

Analyse. Soit menée la diagonale AX , et soit la base AB prolongée indé- 
finiment en E. Puisque le quadrilatère proposé doit être inscrit au cercle, les 
angles AYX , XBE , sont égaux entr’eux; et comme les côtés AY, YX , XB , 
sont connus, si on prend à ces côtés une quatrième proportionnelle BE, et si 
on mène XE , les triangles AYX, XBE , sont semblables ; et partant, le rap- 
port de AX à EX est égal au rapport donné de AY à BX ; donc, le point X est 
à la circonférence d’un cercle donne (J 45 ); mais la droite BX étant donnée 
de grandeur , le point X est aussi à une circonférence donnée dont B est la 
centre et BX le rayon ; donc , (e point X est donné. 

Construction. Soit AB un des côtés donnés du quadrilatère. Aux trois côtés 
restans A Y, XY, BX soit prise une quatrième proportionnelle BE , laquelle soit 
portée sur le prolongement de AB de B en E. Soit cherché le lieu des poiutt 
dont le rapport des distances aux points A et E est égal au rapport du premier 
au troisième des côtés qui sont les trois premiers termes de cette proportion ; 
du point B avec un rayon égal au troisième de ces côtés soit décrite une circon- 
férence de cercle qui rencontre en X la circonférence qui est le lieu de ces 
points. Puis sur AX comme base soit décrit un triangle dont les côtés AY, XY 
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soient les deux premiers eûtes donnes. Le quadrilatère ABXY est le quadri- 
latère cherche'. Ce qui se réduit à montrer que les angles AYX, XBE sont 
égaux entr’eux. 

Démonstration. Par construction , AY:XY=BX:BE; donc, les triangles 
AYX , XBE ont leurs trois côtes proportionnels , doue, ils sont éqtiiangles , et 
en particulier les angles AYX, XBE sont égaux enlr’eux. 

Je passe à l’application du calcul à la construction. 

Soit déterminé le centre C du cercle qui est le lieu des points X, en tant que 
AX:EX=AY:BX; et le rayon CX de ce cercle ; dans le triangle CBX , dont 
on couuoit les trois côtés, on pourra détermiuer l’angle XBC par quelqu’une 
des formules trigonomélriques. 

En envisageant la détermination de l'angle B sous un point de vue purement 
algébrique , le procédé le plus simple me paroit être de l’estimer par l’équation 

AB*+BX*— aABxBXcos. ABX 
=AY , +.XY*-aAYxYXcos. AYX 
= AY’+XY ’+aA Y X YX eos. ABX 
AB’+BX*— AY’-XY* 

D’où l'on tire cos. ABX — aAB xBX+aAYXXŸ 


Soient AB=a , BX — -H, XA — C , A\— ü. 


cos. ABX= 


an 


-|- Mi-cc-fM 
a.ib -f- *cii 


9 


i -j- cos. ABX=acos.'i ABX= 
î-cos. ABX=»sin.* j ABX= 


fa 4- b-e -f d) (a -} - h 4~ c-d) 
a(ab-j-cd) 

(a -l. +c-f d) f-a4- b4-c-(-d) 
a(ab-fcd) 


sin. ABX 


(a -b c -f d) (-# *(■ ^ 4" c "f d) 
tang.» i ABX = dT(a Tb + c-dj ’ 

/a+b + c-d a4-b-c4-d w a-l>4- c-f <1 ^ -» + 1>4 c + 
3/1 — 3 — ** â x r x â ) 

ab 4- cd 


* ,n + h4-c-d a + h-f + d. . a-b+c + d -a-fb-f-c-f «L 

abxy=k(- t -' x — i — X a ~r 

Savoir, la surface d’un quadrilatère inscrit a un cercle est exprimée par la 
racine carrée du produit continuel des quatre excès de son demi-contour sur 
chacun de scs côtés. 

Oa 


i 
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Ou peut aussi calculer une des diagonales telle que AX , par l'équation , 
AX a =AB a -f BX*— aABxBX cos. ABX. 

=aa-f bb-aabx 

(aa -}- hbl acd-|-(cc+dd) aal> (aa-fbMcd - f fcc-)- dd) al> 
aab-facd ab-J-cd 


as -j- hb-cc-dd 
Uab-Hacd 


= (ac + bd)X 


ad -flic 
ab-j-cd* 


De même, BY*=(ac-j-bd)X 


ah-j-cd 
ad \ bc* 


Delà, AX : BY= ad -)-bc: ab-J-cd 

AXxBY = ac-j-bd; ainsi qu’il est connu parles Elc'mens de geo- 
me'irie (Voyez la Géométrie de Le Gendre , liv. III). 

Réciproquement. Ces deux derniers théorèmes étant admis, on auroil pu en 
tirer les valeurs des deux diagonales. 

En effet, puisque AX:BY=ad-f betab -j- cd= AX a : AXx BY 

=AXxBY :BY*. 

=AX a : ali -f bd 


= ac + bd:BY* 

AX'=(.c+M)X^J 


BV=(..+bd)xf^ 


ad 4* lie 


. ABX = - + bb-(ac + bd) Tb x__ aa + 1>h _ cc _ dd 

a Ali X JjA. — — — - r '■ ■ 


ai ( ab -j- cd) 


Remarque. Quoique la théorie des coordonnées soit très-générale , il me 
parotl que son application dans ce cas particulier devient trop compliquée pour 
qu’il convienne de la suivre. Qu’il nie suffise de tracer la marche de celle 
application. 

Soit un des côtés AB pris pour base du quadrilatère , donné de grandeur et 
de position ; soient a et b , a' et b', les coordonnées de ses extrémités A cl B f 
soient x et y , x' et y' les coordonnées des sommets restans x et y. 

Soient déterminés dans les coordonnées des sommets A,B,X,Y, les 
angles X et A par exemple ; et soit égalé l’un de ces angles au supplément de 
•'autre. Soient aussi prises les expressions des carrés des droites BX , XY, ^ A , 
dans les coordonnées de leurs extrémités ; on aura quatre inconnues , et quatre 

Tu 
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équations pour les déterminer ; mais , la marche devient si longue relativement 
aui procédés précédons , qu’elle me paroit inapplicable. 

5 l4l. 

h 

Problème. On demande un quadrilatère dont on connoît les quatre côtes et 
la surface. 

Fia. 93. Soit ABX Y un quadrilatère dont on connoît les quatre eûtes AB, BX,XY,YA, 
et la surface , on demande ce quadrilatère. 

Que l’un des côtés donnés AB soit pris pour base du quadrilatère demande'. 
D’un des sommets opposés à ce côté tel que X soient abaissées sur les côtés 
AB, AY, les perpendiculaires XZ, XV. 

AX’= A B* -f BX* — 2 AB x BZ 

=AY* -f- X Y’ -f jAY x V Y; 

Soit AB’-fBX* — AY’ — XY’=aABxBDî aAB X DZ = a AY x VY ; et 
AB : AY=VY : DZ. 

Le double de la surface donnée du quadrilatère a pour expression ABxXZ 
-f AYxVX ; soit celte somme égale au rectangle de AB par une droite DE 
qui sera donnée de grandeur , laquelle soit élevée perpendiculairement à AB 
depuis le point D; soit XR perpendiculaire à DE, et soit menée EX. 

Puisque AB X XZ -J- A Y x YX=AB x DE ; 

A Y x VX=AB x ER 

Donc, AB : AY=VX : ER=VY : DZ=VY: XR. 

De là , les triangles rectangles EXR, XYV sont semblalües , et en parlicu- 
lier XY:EX=AB^AY ; donc, la droite EX est donnée de grandeur; donc 
le point X est à l'intersection de deux cercles donnés doul B et E sont les centre» 
et dont BX et EX sont les rayons ; donc , ce point est déterminé. 

Construction. Soit changée la différence AB’-j-BX* — XY’ — A Y’ en un 
rectangle ayant sAB par un de ses côtés; soit DD l’autre côté. Du point D soit 
élevée à AB une perpendiculaire indéfinie , et soit changé le double de la surface 
donnée en ut» rectangle ayant AB pour un de scs côté» et pour l’autre côté une 
droite DE , laquelle soit portée depuis le point D sur ht perpendiculaire à AB. 
Aux côtés AB, AY et XY soit trouvée une quatrième proportionnelle L; sur EB 
comme base soit décrit (s’il est possible) un triangle ayant pour côtés le qua- 
trième côté BX et In droite donnée L=EX. Soit achevé le quadrilatère ABXY 
dont AY et XY sont les côté» restans ; il sera le quadrilatère demandé. 

La démonstration découle de l’analyse. 
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Eo effet (par construction ) ; AB’-f-BX* — AY a — XY’=aABxBD; 
mais, AB a -)-BX*— AY»— XY a =aABxBZ-j-2AYxVY; donc, 
aABxDZ=aAYxVY; et AB : ÀY=V Y : DZ= Y Y :X R. 

Or , AB : AY=XY : EX (construction) ; donc , VY ;XR = XY r ; EX; donc, 
le» triangles rectangles EXR, XYV sont semblables ; et en particulier ERîVX 
= EX:XY=AY:AB; donc, ABxER=AYxVX, 

etABxED=AYxVX + ABxXZ; donc, le 
double de la surface du quadrilatère est bien égal au rectangle donne ABX ED. 

En particulier , on peut circonscrire à un cercle donne' un quadrilatère dont 
les quatre côtés sont donnes de grandeur , de manière que les sommes de» 
côtés oppose's soient e'gales enlr’elles. En effet , le double de la surface d’un poly- 
gone (et en particulier d’un quadrilatère) circonscrit au cercle, est égal au rec- 
tangle de son contour par le rayon de ce cercle. 

Limite. Pour que le problème soit possible , la droite EB ne doit pas être 
plus grande que la somme de BX et de EX; et parlant , les quatre côtes étant 
donnés, la plus grande valeur de ED, cl aussi la plus grande valeur de la 
surface , a lieu lorsque les trois points B, X, E, sont en ligne droite ; alors , 
l’angle EXR est égal à l’angle fi ; mais l’angle EXR est toujours égal à l’angle 
XYV, doue; dans le cas du maximum de surface les angles B et XYV sont 
égaux entr’eux , cl partaut , le quadrilatère est inscriptible au cercle , ainsi 
qu’il est connu. 

Remarque. D’après celle construction , on peut déterminer les angles et la 
surface du quadrilatère inscriptible au cercle fait avec quaire côtés donnés. 

En effet, cos. B — 

AB a +BX*— AY 1 — XY* . „ . , , ,, 

~' 2ÔB ' xfiX + a A Ÿ x Y\ ’ conformement au 9 precedent. 

Pour abréger , que les côtés AB, BX , XY, YA, soient désignés par a, b, c, (T, 
respectivement. 


BD_ BD _ aBDx AB 
BE ~ BX -f EX — aBA. x A B f aAB X EX 


DE a =BE a — BD a = (BE-J-BD) (BE— BD) 

,, , c*! . aa -4- bh-cc-dd . , cd aa 4-bb-cc-dH. 

=< b + T i — 1 HH-r n -“= ) 


. (a 4~b’ a — -(c-d) 1 (c-H ’-f-b)» 

2 a 2 a 


(a-fb-f c-d) (a-f b-c-|-d) (a-h-|-c-f d) (-a-j-b-f c-f d) 


De 


là , la surface est ^ - +^4 
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En particulier, que le quadrilatère soit en meme lemscirconscripliblc au cercle; 

cl partant, que les sommes (les côtés opposés soient égales entr'elles 5 sa surface , 

dans ce cas, est V e abcd, ou égale à la racine du produit continuel de ses côtés t 

, , . J/'alicd , ac , l>d 

et le rayon du cercle nui lui est inscrit est alors : =K — X V t -r : 

J * a -}- c a-fc L-j-d 

savoir, soient prises des quatrièmes proportionnelles à la somme des côtés 

opposés et k chacun d’eux ; le rayon du plus grand cercle inscrit au quadrilatère 

proposé est moyen géométrique entre ces deux quatrièmes proportionnelles. 

Procédé algébrique. Perinne t." Déterminer un angle en ooouoissanl la 

somme s des produits de son sinus et de son cosinus par les nombres donnés a et C. 

De l’équation, « siu. x -)- C cos. x =s; on tire 

CsJ-af^ (** 4 - CC — ss) 

cos. x = — ■ •— — — j— ,s . 

aa -j- GG 

otet -J- ÇÇ - 5$) 

~ aa + CC • 

Lemme a. 1 Trouver deux angles en connoissant la somme s des produits de 
leurs sinus par les nombres donnés m et n ; et aussi la somme s des produits de 
leurs cosinus par les mêmes nombres donnés ni et u (1). 

On a les deux équations m sin. x -f n sin. y=s 
ni cos. x -}-n cos - y=c, 

m sin. x = s-n sin. v • . • 1 , . , 

ou, * ; soient carres les membres de ces équations : soient 

’ 111 cos. x=c-ncos. y * 

prises les sommes des membres correspondans , Pt soit substituée l’unité à cha-- 

cune des sommes sin.’ x -j- cos.’ x , sin.’ y -j- cos.’y 5 on obtient 

mm==ss+cc-aiis sin.y-anccos. y+no; ou, anssin.y-f-anccos.y=ss-f-cc-mmq-nn. 

Donc , ce second lemme est réduit au premier , on trouve 

s(ss-}-CC-mm -|- nn)+e|/'f (ss-f cc-(m-n)’ ) (m -f n)*-(ss-|-cc) ) 

an (ss-f- ce) 


sin. y = , 


cos. y: 


c(ss-f-cc-mm -f nn ) (ss-f-cc)-(m-n)') (m n)*-(ss-f-cc) ) 


an (ss-j-cc) 

application. On demande un quadrilatère dont on connoit les quatre Cillé» 
cl la surfuce. 

Soient les côtés donnés a, b, c, d ; et soit s la surface. 


[1] L'expression tomme se prend dans unsens général qui comprend aussi les différences. 

Soient 
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Soient x et y les angles opposés compris l’un cmrc les côtés a et 1 j , et l'autre 
entre les côtés c et il. La double expression de la diagonale opposée à ces côté» 
donne l’équation aa-|- Idi-aab cos.x=CC-j-dd-acd cos. y ; 

ou , aabcos.x-3cdcos.y = na-|-bl>-(cc-j-dd). On a aussi aabsin.x-|-acdsin.ycs^ 4 S. 

Partant, le problème proposé est réduit au lemme. 

Application du problème proposé. On demande un quadrilatère dont on 
connoil les côtés, et l’angle sous lequel se coupent les diagonales. 

Lemme 1." Dans tout quadrilatère , l’excès de la somme des carrés de deux Fia. gS/ 
des côtés opposés sur la somme des carrés des deux autres côtés , est double du 
rectangle des deux diagonales par le cosinus de leur inclinaison. 

Soit ABCD un quadrilatère dont les diagonales AC, BD., se coupent en S. 
J’affirme que AD* -f BC*-(AB* -f CD’)=aACx BD cos. S. 

Soient Aa , Ce , perpendiculaires à BD. 

A D'= AS* + SD 9 + a AS X SD cos. S 
BC*= BS* -f SC* -f aBS x SC cos. S. 

AB*= AS’ BS* — a AS x SB cos. S 
CD*= CS* 4- SD*— aCS x SD cos. S ; 

donc (AD*-f-BC*)-(AB*-f-CD*J=a ASX BDcos. S-f-iCSxBD cos. S=»s ACxBD cos. S. 

Lemme a 4 . Le double de la surface d’un quadrilatère est égal au rectangle 
de ses diagonales par le sinus de l’angle qu’elles comprennent. 

En effet, aABD= BDx AS sin. S 
aBCD = BDxCS sin. S 
donc, aACBD=BDx ACsin. S. 

Corollaire. Quand on cônnoit les côtés d’un quadrilatère et l’inclinaison de 
ses diagonales, on connolt le rectangle des diagonales, et, parlant, le rectangle 
des diagonales par le sinus de leur inclinaison , ou le double de la surface. Et 
réciproquement , la conuoissance des côtés et de la surface détermine le rec- 
tangle des diagonales et leur inclinaison. 

Remarque. Lorsque l’angle S est droit, AD*-|-BC*— (AB’-f-BC*) =0 ; BDX AC 
est quelconque , et la question est indéterminée. 

Autre problème , proposé comme exercice. Déterminer l’espèce d’un qua- 
drilatère dont on connoît les angles et l’angle formé par les diagonales. De là , 
déterminer un quadrilatère lorsqu’à ces connoissances on en ajoute qucl- 
qu’a utre indépendante des angles ; par exemple, celle d’un côté, d’une diagonale, 
du contour, de la surface. 

Yyt 
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$ ] 42. 

Problème. On demande un quadrilatère dont on connoit les angles et le» 
diagonales. 

Je vais ramener cette question à la suivante. On demande un quadrilatère 
dont on connoit un des côtés , les angles et le rapport des diagonales. 

Fio. ga. Soit ABXY un quadrilatère dont le côte’ AB est donne de grandeur et de 
position , dont les angles sont donnes, et dont le rapport des diagonales 
AX et BY est aussi donne’. On demande ce quadrilatère. 

Premier cas. Que les angles oppose’s donnés de grandeur soient supplément 
l’un de l’autre. Le quadrilatère propose’ est inscriptilde au cercle ; le rapport 
de scs diagonales est déterminé dans les angles donnés , savoir ; ce rapport es» 
Celui des sinus des angles opposés à ces diagonales; partant, la question pro- 
posée est indéterminée , et le problème proposé donne lieu à un porisnie. 

Second cas. Que le» angles opposés A et X ne soient pas supplément l’un 
de l’autre. 

Du point B soit menée la droite BA’ qui rencontre AY en A’ de manière que 
les angles A’ et X soient supplémcns l’un de l’autre. Dans le quadrilatère -ins- 
criptiblc au cercle A BXY le rapport des diagonales A'X et BY est connu 
(premier cas); mais le rapport de BY à AX est supposé connu; donc, le 
rapport de A'X à AX est aussi connu. 

1 .” Soit le rapport connu de A’X à AX le rapport d’égalité ; le point X est à 
une droite donnée de position perpendiculaire à AA' et élevée depuis son 
milieu ; mais il est aussi à la droite BX donnée de position ; donc , le point X 
est connu. 

Dans ce cas , la question proposée est impossible , lorsque la droite BX est 
perpendiculaire à AA' ou AY ; c’est-à-dire lorsque la somme des angles donnés 
A et B vaut un droit. 

a. c Soit le rapport donné de A'X à AX un rapport d’inégalité. Le point X 
esta la circonférence d’un cercle donné ($ 45); mais il est aussi à la droite BX 
donnée de position ; donc , le point X est donné. 

Construction. Du point B soit menée la droite BA' qui rencontre AY en A' 
sous un angle A', supplément de l’angle X. Sur une même droite SC , soient 
faits des angles CSM , CSN , respectivement égaux aux angles donnés X et Y. 
Sur les secondes jambes de ces angles soient prises les droites SM, SN , qui 
soient cntr’elles dans le rapport donné des diagonales AX et B Y , et soient Mm 
cl Nn perpendiculaires à SC. 
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1.* Soit Mm = Nn. Du milieu de AA' soit élevée à A.V une perpendiculaire , 
qui rencontre (s’il est possilile) le côte BX en X; le point X est le sommet 
cherche du quadrilatère demande, situe sur BX. Pour que l’intersection ait lieu, 
la somme des angles donnés A et B ne doit pas valoir un droit. 

a.° Soit Mm non égale à N11. Soit décrite la circonférence du cercle qui est 
le lieu des points desquels menant des droites aux points A et A' leur rapport 
soit égal à celui de Mm à Nu. Que celle circonférence rencontre (s’il est 
possible) la droite BX en X r le point X est le sommet cherché du quadrilatère 
situé sur BX. 

Dé/nonstration. Par construction , AX : A'X = SM sin.X : SN sin. Y 

mais , A’X : BY r — sin. Y : sin. X 
donc, AX : B Y =.SM : SN 

Limite. En supposant Mm non égale à Nn ; pour que le problème soit 
possible, la circonférence qui est le lieu des points dont le rapport des distances 
aux points donnés A et A’ est celui de SM sin. X à SN sin. Y, doit rencontrer 
la droite BX ; et parlant, la droite BX doit être sécante à celle circonférence ou 
tangente à elle. Les angles X et Y restant les mêmes, et le rapport îles diago- 
nales AX, BY, restant aussi le même; la plus grande valeur de l’angle A'BX, 
et partant aussi de l’angle ABX a lieu, lorsque la droite BX est tangente à 
cette circonférence. 

Ou détermine comme il suit , par le calcul, la limite en grandeur de l’angle B. 

Que les droites BX et AY se rencontrent en un point F (que le lecteur peut 
suppléer dans la figure). Soit, par exemple AX<C A’X ; ou SM sin. X<CSNsin.Y. 
Soient D et D’ les points dans lesquels le lieu des points X rencontre la droite AA’ 
et son prolongement; soit Z le centre de ce lieu. 

Soient calculées les lignes AD, A’D, ZD, ZF , ZF sin. F ; et soit établie 
l’inégalité ZF sin. F <(ZD. 


AD=AA'X 


SM sin. X 

SN siu.Ÿ-f-SM sin.X ’ 


À'D=AÀ'X 


_SN sin. Y 

SN jiu.Y-fS.\l sin. X 


AD'=AA' X tTr-r- Ÿ ; À'D'=A A' X 

SN sin. \ — SMsin. X SNsin.Y — SMsin.X 

ZD aD + ap ' t - » A i v S MXSN sin.X sin. Y 

a (SN sin.Y-J-SÀlsin.X) (SNtiu.Y — SM tin. X)’ 

*7 _ zd AD — AA’ V — SM a sin .* X 

AZ, — ZU— AU=AA X^ SNiin y+SM SS. X) (SfiTÎS-YI-SM siuTX)* 


FZ=1\A — AZ=FA — AA'X 


SM 3 t in. 3 X 

(SN tin. Y-|-SMsiu. X) (SN sin. Y — SMsin. X)’ 
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SM» tin.» X 

On a Jonc FZ sin. F=FA sin.F— AA'sin. FX ^ sin.Y+SMwu.X) ( SN siu.T — SM sin. X)‘ 

Or, FAsiu. F=ABs»n. B. 

AA' sin.X = ABsiu. AB.V=ABsin. (T-)-®)- 

SM*ain.Xtin.F 

OnadonCjsin.B— sin.(X+B)X (SNiin7ï-|-SM tin. X) (SNsiu.Y — SM »in. X)' 

SMxSNsîn.Y^ 

< »'“■ ( V + B )x (sNTnirY+SM sin X)lSNTn. Y— SM*in. X)' 

sin.B = SM ( SW >în. Y4-SMti» X »in.F) 

tt partant, (SNsio.Y^fSMain. X)(SN sin.Y— SMjin. X)' 

SM (SVtin.Y — SM sin .Xain. (X-f-Y)) 

< (SNmiTY-fSMsiu X ) (SW »in. Y— SM sin.X)‘ 

_=(SN ain.Y-fSM sin. X ) ( SNsin. Y— SM sin.X) 
et sîn.Ycot. B+ cos. Y > A— sin. Y— SM sin. Xsin.(X+Y;) 

Réciproquement. On peut déterminer dans les angles donnés du quadrilatère, 

la limite du rapport de ses diagonales. 

Le problème premièrement proposé , déterminer un quadrilatère dont on 
eonnoil les angles et les diagonales, est aisément ramené au précédent. Eu 
effet; soit fait un quadrilatère ayant les angles donnés, et dont le rapport des 
diagonales soit égal au rapport des diagonales données de grandeur. Si les diago- 
nales de ce quadrilatère sont de la grandeur donnée , le problème est résolu. 
Si ces diagonales ne soûl pas de la grandeur donnée ; soit Tait un quadrilatère 
semblable au premier, et dans lequel une des diagonales, et parlant aussi 
l’autre , soit de la grandeur donnée. 

Application du procédé algébrique. Soit ABXY un quadrilatère dont le côté 
AB est donné, dont tous les angles sont donnés, et dont le rapport des dia- 
gonales AX, B\ , est donné. 

Soient x cos. « { )' s*n. « =d. 

x cos. à y sin. « =d 

n\ : n 

x cos. a + y Sin. * =a 

x cos. <t" -j* ysin. ct'" = d”' , les équations des quatre côté» AB, BX , 
XY, Y A. Le côté AB étant donné de grandeur et de position , et les angles 
A , B , X , Y, étant donnés ; dans ces quatre équations il n’y a d’inconnu que 
la distance d” du côte XY à l’origine; soient déterminées dans les données 
t «’ «" d, d’, d”' et dans l’inconnue d", les coordonnées des point» 
X et Y dans lesquels la droite XY rencontre les côtés BX et AY ; 

; coordonnées 
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„ , , , * v «f-tfain. « #f d f cos. «t^-d^cos. « 

Coordonnées du point X; ... -r '-y -r — , : — .-7 — r; . 

* &111. (a -a ) stu. («-«) 

y/ • w y/; •_ n y m 

^ , , , . v a sm. « -a Rin.a a cos. a cos. « 

Coordonnées du point Y j • 


s65 


^ / JTI ITT 

sm, (« -a ) 


• ~ * ut HT 

siu.(« -a ) 


_ . , . . _ d' sin. «-d sin. « d co». «’-d'eos. a 

Coordonnées du point n; : — — r , : — n • 

1 su.(<->j sin. («-* ) 

_ , , , . , dfsin. <*-d sin. a" d cos. a’"-d" , oos. « 

Coordonnées du point A: : — r~ — nr. » — : — ; nr. * 

r sm. («-<* ) sin. (*- « ) 

De là , soient tirées les expressions des carrés des diagonales AX et BY ; on 
fera leur rapport égal au rapport donné, et on déterminera l’inconnue d" par 
une équation du second degré. 

Quoique la doctrine des coordonnées soit recommandable par sa généralité, 
elle ne conduit pas toujours aux résultats par les procédés les plus simples. 
Parmi les procédés algébriques , le suivant me paroft préférable dans ce oos. 

Que les côtés BX , AY, se rencontrent en F, et que la ligne FX , par 
exemple , soit prise pour inconnue , et désignée par x ; 

F Y = FX = x 

Mil. X SU1. I 

AX’=AF* - a AF x FX cos. F -f FX’—AF 3 — aAF x x cos. F + xx 

BY S =BF*— aBF x FY cos. F 4- FY , =BF* — aBFxx cos. F+xx *4Æ* 

1 sm. I MO. I 

De là ; le rapport donné des carrés de ces diagonales sert à établir l’équation 
de laquelle on tire la valeur de x. 

$ i43. 


Problème. Qn demande un quadrilatère dont on connoit les angles , h sur- 
face et le contour. , 

Lemme premier. Trouver deux droites dont on connoit la différence, et 
dont on connoit aussi la différence des espaces qui ont des rapports donnés à 
leurs carrés. 

Soit AA' la différence donnée de deux droites AX , A'X. On demande de 
déterminer ces deux droites de manière que la différence des espaces qui ont 
des rapports donnés dont les exposans sont m et m' aux carrés des droites AX 
et A'X soit égale à un espace S donné de grandeur. 

Premier cas. Que les exposans m et m' soient égaux emr’eux , ou que la 
diüéience des carrés des droites AX et A'X soit donnée. Puisque celte différence 

Xxx 


Fm. gS. 
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es t égalé au reclaDgle de la somme des deux droites par leur différence , la 
somme des deux droites est aussi donnée ; donc, ces deux droites sont l’une 
et l’autre donne'es. 

Second cas. Soit ni <C ni'. Soit Z (situe dans la direction AA'Z ) l’excentre 
des moyennes distances des points A et A' pour les coefficicns ni et ni' ; de ma- 
nière que mXAZ=m'XA'Z ; on a ({ 4 o) mXAZ 5 — m'XA'Z’=AA'’x 


naXAX’ — m’X A'X*=AA , 'X 


ni -ni 
•(tu'-m) ZX’=S. 


et 


Donc , ZX’=A A'* X t- ." 1 -, - 
' (m-inj 


Limite. La plus grande valeur de l’espace S est AA ’ 1 X ----- ; alors ZX=oj 
et AX t A'X=m' : ni. 

Troisième cas. Soit m^>m'. Soit Z (situe' dans la direction ZÀA’) l’cxcenlre 
des moyennes distances des points A et A' pour les coefficiens m et m', de ma- 
nière que raXAZ=m'XA'Z; ona($ 4 o) atXAZ’-m'X A'Z’=AA'’x— ■ ™r. 

m X AX’-m' X A'X’=( m-m') ZX* 4 - AA'’ X — ^r= S. 

1 m-tu 

Partant, ZX’=S X -^-7— AA”x- 


— (ni- ni fi ' 

mm' 

Limite. La plus petite valeur de S est AA ' 1 x JHÜL, . « alors , AX : A'X 

11 111- ni 

= m'îm. 

Quatrième cas. Que l’espace S soit la diffe'rence des espaces m' X A'X ’el m X AX*. 

Puisque AX est supposée devoir être plus grande que A'X; m doit être plus 
petit que ni' ; l’excentre Z est dans la direction AA'Z ; et 011 a l’équation 

S=ZX’( m'-m)- AA'* X } 

111 - m 

ZX*=Sx -ri- + AA"x 7-^— -3. 

ni -ni • (ni -m ) 

Remarque. Il est aise' de ramener l’énoncé de ce lemme au suivant. Trouver 
deux droites, dont on connoit la différence des carrés, et la différence de leurs 
rectangles par des droites données ; ou trouver un triangle rectangle dont on 
commît une jambe de l’angle droit , et la différence des rectangles de l’Iiypo- 
tliéiinse cl de l’autre jambe de l’angle droit par des droites données. 

Lemme second. Soit un quadrilalèie dont les angles sont donnés , on de- 
mande d’exprimer sou contour daus ses angles et dans deux de» côtés opposés. 
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Soit ABCD un quadrilatère dont les angles sont donnés; on demande d’ex- Fio. 96. 
primer son contour dan.» les angles et dans les côtés opposés AB, CD. 

Que les côtés AD , BC, se rencontrent en S. Que les angles du quadrilatère, 
en tant qu’ils appartiennent aux triangles ASB , CSD, soient désignés par A,B,C,D, 
respectivement. 


Le contour du triangle ASB est AB (1 — ?'‘=aAB - ? 


CD ( 


siii. S 

L’excès de la somme des côtés SC , SD , sur le côté CD est 
sin. 


? 

siu. 


A eos. i B 


,S 


1)— aCD 


siu. S 


siu. 


Partant, le contour du quadrilatère est aAB — — ^ — nr 3, — 2 C 1 


,sin.!,C rin.jD_ 


Lemme troisième. Soit un quadrilatère dont les angles sont donnés; on 
demande d’exprimer sa surface dans ses angles et dans deux côtés opposés. 

3 surf. = AS x SB siu. S — CSxSDsin. S 


. sin. A sin. B sin. C sin. D 

= AB X ü- CD X t — s — . 

sin. o siu. S 


surf. = AB* X 


cns. 1 } A cos."!, B 


X tang. jAtaog. jBtang. JS 


— CD’x 


S 


X cot. | Ccot. I D lang. -J S. 


Application au problème proposé. Déterminer un quadrilatère dont on con- 
noît les angles , la surface et le contour. 


. , , , , . -cos.' Acos.IB „ r , v .sm.;Csin 4 D 

L expression du demi-contour donne est AB * — ,-v- 2 — CDX i —. — *- 

SIU. J S 

L’expression de la surface donnée est 


siu. 2 S 


ab»x^ ?A. c % 112 


■ X tang. J A tang. | B lang. 5 S 


, sio.* 4 Csin.*i D 


-CD’X — ^s t^ a X cot. 1 C cot. i D tang. \ S ; 

Partant, on connoît la différence des droites A B — v ~r^f — — , 


et 


CD — — - — i el 1 “ différence des espaces qui ont aux carrés de ces 

droites des rapports dont les exposans sont lang. J A lang. j B tang. -J S et 
cot. J Ccot. J D tang. 2 S respectivement. Doue, le problème proposé est réduit 
au lemme premier. 
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l.* Soit tang. 3 A tang. J B = oot. JC cot. JD; le problème propose a une 
seule solution. Cela a lieu en particulier lorsque les angles opposés du quadri- 
latère sont égaux cnlr’eux , et partant, lorsque le quadrilatère esUuu parallé- 
logramme. 

a.' Soit tang. J A tang. J B col. J C cot. J D. Le problème proposé est sus- 
ceptible de limite, de manière que la plus grande valeur de la sut face a lieu 
lorsque AB sin. J A sin. J B — CD cos. JCcos. JD. J’affirweque Cela a lieu lorsque 
le quadrilatère est circonscriptiblc au cercle. 

En effet, soit ABCD un quadrilatère circonscrit au cercle dont le centre est Z. 
Les angles A, B, C, D, étant coupés en deux parties égales par les droites 
ZA, ZB, ZC , ZD , les angles AZB, CZD, sont supplénicns l’un de l’autre ; et 
partant , leurs sinus sont égaux enlr’eux. 

Or , AB : BZ = sin. AZB; sin. JA 
BZ:CZ=sin. JC : sin. J B 
CZ ;CD = sin. J D t sin. CZD, 

donc, AB : CD=sin. JC sin. JD : sin. J A sin. JB (en désignant par A, B, C etD 
les angles du quadrilatère). 

■ On démoutre (réciproquement) par la méthode des inverses , que si les côtés 
apposés d’un quadrilatère sont en raison inverse des produits des sinus des 
dcmi-augles adjacens à ces côtés, le quadrilatère est circonscriptible au cercle. 

Parlant, lorsqu’on connotl les angles et le contour d'un quadrilatère, sa 
surface est la plus grande lorsqu’il est circonscriptible au cercle. 

Remarque. Ou peut étendre cette proposition aux figures d’un nombre 
quelconque de côtés , et démontrer que de toutes les figures dont les angles 
sont donnés et dont le contour est donné , la plus grande est celle qui est 
circonscriptible à un cercle (l). 

f l44. 

Problème. Soit un quadrilatère donné de grandeur et d’espèce ; mener une 
droite qui coupe les côtés de ce quadrilatère , de manière qu’elle soit coupée 
par ces côtés en parties qui aient enlr’elles des rapports donnés. Réciproquement; 

(i) Quoique l'application îles lieux géométriques à la recherche des problèmes déterminés 
soit très-souvent facile et commode, cl qu’il en soit de même de la méthode des coordonnées; 
cependant , il est plusieurs questions auxquelles ces deux méthodes ne se prêtent que diffici- 
lement , et dans lesquelles elle» donneroient lien à des longueurs qu’on peut éviter en em- 
ployant des procédés plus directement adaptés à la nature de ces questions. Le problème 
traité dans ce $ en fournit un exemple entre plusieurs suU es. 

«oient 
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■soient quatre points donnés sur une droits. Mener par chacun de ces points une 
droite , de manière que le quadrilatère formé par les droites menées soit donné 
•d’espèce. 

Il me paroît convenable de développer la première solution du second pro- 
blème ; et pour la faciliter je vais exposer quelques lemnies. 

Lemme premier connu. Soient trois points en ligne droite. De ces points 
soient abaissées sur une même droite des perpendiculaires; soient pris les rec- 
tangles de chacune de ces perpendiculaires par la distance des deux autres. La 
somme des rectangles répondant aux points extrêmes , est égale au rcctaugle 
répondant au point intermédiaire. 

Lemme second. Soient trois points (non en ligne droite) donnés de position; 
Mener par un quatrième point donué de position une droite sur laquelle abais- 
sant des perpendiculaires depuis les trois autres, le rapport des distances de ces 
perpendiculaires soit donné. 

Soient A, A', A", trois points donnés de position (non en ligne droite ); soit 
B un quatrième point donné. Mener par B une droite sur laquelle abaissant 
les perpendiculaires AP , A'P', A"P" , le rapport de PP' à P' P" soit égal à un 
rapport donné. 

Analyse. Que les droites AA 1 et A" P" (prolongées s’il est nécessaire) se 
rencontrent en a". Le rapport de PF à P'F' est égal au rapport de AA' à A’ a" ; 
ruais AA' est donnée de grandeur; donc, A’ a” est donnée de grandeur; et a” 
est donné de position. Donc, a" A” est donné de position; et partant, BF' 
perpendiculaire k a" A" est aussi donnée de position. — 

Construction. Soit le rapport donné de PF à P 1 P” égal au rapport de AA’ à A' a", 
et soit A'a" prise sur la direction de AA’ depuis Je point A'. Soit menée a''A'' ; 
et sur elle soit abaissée depuis le point B une perpendiculaire, elle sera U 
droite cherchée. 

La démonstration découle de l’analyse. 

Remarque 1.” La droite A'a" peut être portée sur la direction de AA' de 
part et d’autre du point A' ; et partant , il y a deux droites qui répondent à la 
question proposée. 

Remarque a.* Lorsque le point a" convient avec le point A" , la position de 
la droite a" A" est indéterminée ; et partant aussi la question est indéterminée , et 
le rapport de PP’ à FF' est déterminé h être égal au rapport de AA’ à A'A". 

Recherche algébrique. Que les angles AB A', ABA", A'BA" soient désigné» 
par V, « , respectivement. 

Y.vy 
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Soit ÀBP=x ; A'BP'=iD- '«*'-rx) ; A''BF'=aD-(«'+x). 

BP— ABcos.x ; B F=A' Beos. (a D- («"+*) ) ; BF=A"Bcos.(aD-(«'+i)). 
PP =BP+ BF = AB cos. x-A’B cos. («’-f-x). 

PF'=BP -f- BP"s=;ABcos. x-A' Beos. («'-p-x). 

FF'=BF -BF=A'Bcos. («" + x)-A"B cos.(«'-H). 

Que les distances PF, PP’’, FF , doivent être enlr’cllea comme les quantités 
ni”, m', m , respectivement ( m'=m -{- ni • 


_ . ABcos.x — A Beos, («’ + x) m' 

On a I équation ; -rrvj t ~n~ ; . „ Wq — -= — ; 

1 A Uco».(« -f-x/— A Bcos.(« -fi) m 

u mxABcos. x-ni'XA'Bcos. («”-}-x) -(- m”xA"Bcos. («’+x) = o; de laquelle oa 


. — m' X A'B »in. *" -J- m'*X A "B sm. «’ __ 

tire, cot. x — — —ïü rrr-rn; -77-7 rr , .r , =cot. A BP. 

’ mxAB — ai xAucoi.v -j- m xA Beos. « 

On détermine de rnemecot. («+x) elcot. (« K -f-x); oueot.A'BF elcot. A"BP”. 

La question est indéterminée , lorsqu’on a en même tenu les deux équations 

suivantes. 


m' X A B ,in. «"== m'' X A" B sin. «' 

m'x A'Bcos.«''= m"xA"Bcos. <t'-f-(ra'-m'') ABj 

.. m' A” B sin. «' A' Bcos. «-AB 

’ m A'B SIU. a' A’Bcos.a'TAB 5 

De là , A’BxBA ' sin. « = ABxBAVui. «’ — ABxBA’sin. «”j 
partant, ABA ' = ABA ' ABA'. Lorsque celte équation 

,a lieu, les points A , À’, A." sont en ligne droite; et alors, le rapport de m’ à wT 
«st déterminé à être celui de A"B sin. «' à A'B sin. conformément à ce qui a 
«té trouvé par le procédé géométrique. 

Lemme troisième. Soient truis cercles qui se coupent en un même point 
donnés de grandeur et de position. Mener par ce point une droite dont les 
parties (non adjacentes à ce point) comprises entre les circonférences de ces 
cercles , soient entr’elles dans des rapporta donnes. 

Fui. gT- Soient C , C” , C’, les centres de trois cercles donnés qni se coupent en un 
même point B; mener par B une droite qui rencontre les circonférences de ers 
cercles dans les points X , X', X" ; de manière que les droites XX', X'X”, X'X 
soient «Btr’elles comme les quantités dounées m", m , m', respectivement. 

Analyse. Soient CP , C'P', C P" perpendiculaires à BX. 

Puisque BX — aBP, BX' = aBF, BX"=aBP"; 

XX'= 2 PP', X'X'^aFP". X*X= 2 1 ‘" P; 
et partant, les droites PF, FF', P"P, sont cnlr’elles comme les droilesni",m.et«u . 
Donc , le problème proposé est réduit au précédent^ 


t 
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Construction. Soit menée par B la droite sur laquelle abaissant les perpen- 
diculaires CF, C'P', C”P", les droites PP', P'P", P"P, soient cntr’elles comme 
les quantités données m", m, n»'; cette droite est la droite chcrclic'c. 

Démonstration. Elle de’coulc de l’analyse. 

Remarque. Lorsque les centres C , C', C", sont en ligne droite , la question 
est indéterminée ; et le rapport des droites XX', X'X", X"X, est détermine à 
être celui des droites CC', CC", C"C. 

Problème. Soient À, A', A", B, quatre points donnes de position sur une 
même droite ; mener par A , A', A" et par B quatre droites , dont les trois 
premières rencontrent la quatrième dans les points X, X', X", de manière que 
les angles AXB, A'X'B, A"X"B soient donnés; et que les droites XX', X'X 1 ’, XX" 
soient entr’elles comme des droites données m", m, m'. 

Analyse. Que les angles donne's de grandeur AXB, A'X'B, A"X"B , soient 
appelés 4, V, $"> respectivement. Sur les droites BA, BA', BA" comme base» 
soient décrits des segmens de cercle capables des angles donnés tf , <$’ , <f" ; soient 
C , C', C", les centres de ces cercles ; le problème proposé est réduit au lemmo 
troisième. 

Construction. Sur les droites BA , BA', BA", comme bases, soient décrit» 
dessegmens de cercle capables des angles donnés <f, a , <*". Soient C, C', C", le» 
centres des cercles auxquels ces segmens appartiennent. Par B soit menée une 
droite qui rencontre en X, X', X", les circonférences de ces cercles , de manière 
que ses parties XX', X'X", X"X, soient entr’elles comme les droites donnée» 
tu", m, m'; soient menées les droites AX, A'X', A"X", et le problème estrésolu. 

Démonstration. Elle découle de l’analyse. 

Remarque. Porisme. Le problème proposées! indéterminé lorsque les centre» 
C,C',C", sont en ligne droite. Alors, les droites m, m', m", sont déterminée» 
à être entr’elles comme les droites C'C", CC", CC’, ou comme des droite» 
A' A", AA", AA', respectivement. 

Un des trois angles <f", est aussi déterminé dans les deux autres. En 

effet , soient CD, C'D’, C"D", perpendiculaires à la droite AA' A"; on a (lemrue 
premier ) CD x D"D’ -j-C"D" x DD=C'D' x DD" j 

ou, B A coi. <pX A' A"-f BA"cot. <j>"x AA'=rBA'cot.<p' X A A"; et partant, cens 
équation détermine l’un des angles <t, <$', dans les deux autres, lorsque le 
problème est indéterminé. 

Problème. Soient quatre droites données de position (dont trois quelconques 
»e passent pas par un même point); mener une droite dout les parties eoro. 
prises entre les premières soient cuu’cllcs dans des rapports donnés. 
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Ce problème est l’inverse du premier , et il est résolu par fausse positioa 
comme il suit. 

Sur une droite quelconque soient pris quatre points dont les distances soient 
«ntr’elles dans les rapports donnés. Par ces points soieut menées quatre droites 
formant un quadrilatère semblable à celui que forment les quatre droites données 
de position. Si ce dernier quadrilatère est le même que le premier, le problème 
est résolu ; sinou , soit fait une figure semblable à la figure obtenue dans laquelle 
le quadrilatère obtenu soit de la grandeur donnée. 
fto. 99. Recherche algébrique, du premier problème proposé. Soit l’angle XBA 
désigné par x. 


BX =BA 
BX' = BA* 
BX"=BA« 
XX' = BA' 


o - (»-{-*) 

«in. <p 

, sin.Jo' -f i) 
sio. <?' 
sin. (*-«") 


BA 


sin. (r -fo) 
sin. 9 


sin. 

5111 . $ 

X'X"=BA’^M^ + BA'^^P. 

tin, $ siü. <$> 

BA' sin - f*~f »') ba *' n ~ 

Equation , 


6111 . ^ 


sin. (* 


+i) 


■f BA' 


„ sin. (»-$' ) m 


BA' 

sin. o mu. 9 

B A’ sin. « sin. + BA sin. 9' sin. (x -|- 9) _m''sin .9 tl v . 

OU - F A' sin. ♦■'«».. {»+ Vj-f- J&A^in.ÆÙ ~S )- mstu./’ » ***' 
réductions convenables ; on trouve 

. m'BA'sin.ect>s.<^'*iM.<^"-mBAcos.esin.^^'»in.<|l"-m''BA".sin.<^^in.<>'cos.e' , 
cot.(aD-x)= - — - ^*in.< f , sin. 7 'Üi T xBA^m X BÂ^xBÂ^ * 

L’expression de cot. x est indéterminée lorsque les deux ternie* de celte fraction 
«ont l’un et l’autre zéro ; rt partant , lorsqu’on a en même tems les deux équa- 
tions ni' X BA =tu X BA -f m" X BA W , 

elni'xBA'ain.9Cos.9'sin.9"=mxBAcos.9sin.9 , sin.9''-f ni*'xBA , 'sin.9sin.9'c05.9" 

ou, m’ x B A' col. ql— mx BAcot.$-}-ni"XBA' / coi.$", conformément au 
résultat de la recherche géométrique. 

Le problème que je viens de résoudre, d'après la supposition que le* 

point* 
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points B, A, A', A", sont en ligne droite , est un eus particulier d’un problème 
général dont je vais m’occuper. 

§. .45. 

i •. ’ ‘ . ’ 

• • • j j * •- 

Problème. A un quadrilatère donné circonscrire un quadrilatère donné 
d’espèce; et réciproquement, à un quadrilatère donné inscrire un quadri- 
latère donné d’espèce (i). 

Soit BAA'A" un quadrilatère donné de grandeur et d’espèce ; on demande Fio. 100 , 
de lui circonscrire le quadrilatère donné d’espèce. 

Analyse. Soit menée la diagonale BA' ; et que le côté sx" rencontre en X' le 
côté XX" qui passe par B. 

Le quadrilatère Xxx"X" étant donné d’espèce, les angles X, X r , X", sont 
donnés, et partant , les points X, X’, X", sont à des segmens de cercle capables 
de ces angles et décrits, sur les droites BA, BA', BA , comme bases. Soient 
C,C’,C"lescentresdeces cercles. Item, les rapports des droites XX', X'X", X"X 
sont donnés. Donc, le problème proposé est réduit au lemme 3.' du $ précédent. 

Construction. Soient <j> , $', <?", les angles donnés X, X', X", et que les droites 
XX’, X'X", X"X, doivent être enlr’elles comme les droites m", m, m'. 

Sur les droites BA , BA', BA" , comme bases , soient décrits drs segmens de 
cercle capables des angles donnés $, $',<? , respectivement. SoienlÇ, C',Ç", les 
centres de ces cercles. Par B soit menée une droite qui rencontre les circonfé- 
rences de ces cercles en X, X', X", de manière que 1rs droites XX', X'X"', X"X 
soient cntr’elles comme les droites données m", m , rn' ; les droites BX , AX, 

A'X', A"X", résolvent la question. 

Démonstration. Elle découle de l’analyse. 

Remarque. La solution du problème général danslequel les points B, A, A', A ', 

Ont des positions quelconques non en ligue droite , est tout à fait conforme à la 
solution du cas particulier dans lequel ces points sont en ligoc droite, et .elle 
donne lieu aux mêmes' observations. 

En particulier , lorsque les centres C, C', C", sont en ligne droite , la question 
est indéterminée ; le rapport des droit*» XX', "X'X", X"X, est déterminé à être 
celui des distances CC', CC", C*C, des centres de ces cercles j et l’un des angles 


(i)Lra expressions, inscrire ttcirconicrire, Sont prises dans un sens général ; savoir , quatre 
droites (qui ne se coupent pas trois i trois rn un même point) étant données de position; 
décrire on quadrilatère donné d’e»|>èce doot les sommets soieot sur ces droites ; et récipro- 
quement , pour uu quadrilatère doitl (es côtés passent par les points de sertie* de ces droites. 

Zzz 
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4, 4', 4" est déterminé dans les deux antres. Je vais m’occuper de l une et de 
l’autre de ces déterminations dans ce cas indéterminé. 

Soient D , D’, D", les milieux des droites BA , BA', BA", respectivement. 
Soient S, S, S’, les points de rencontre des perpendiculaires élevées de ces 
points aux droites BA' et BA" , BA et BA" , cl BA Cl BA' respectivement. 
Soient les angles ASA”, ASA", A'SA" désignés par «", «', *, respectivement. 
CD=BDcot.4i C'D'=BD'coi. 4,’; C"D' =BD"cot.4". 

On trouve aussi (par la trigonométrie) ; 

S'D sin. J = BD cos. a' -BD" ; S'D"»in. «é = BD - BD’cos. a'. 

SD 7 sin. ce = BD* cos. « - BD"; SD" sin. « = BD'-BD"cos. - 
S"D*in.«"= BD cos. BD'; S"D'siu. «''—BD - BD' cos. «". 

ç.n • i d a ) Dise ç'rr * r nr\ nr\ff a ^ 

,S'Lsin.«=nD — — BD ; SL sm.«= BD-BD r- -g—, 

MH, 4 • - • Mil. 4 

SC'sin.«=BD’^î-^- BD" ; SC" sin. «=BD'- BD"— 

S"Csin. «"=BD —^— 1 - BD' ; S'Osin. «"= BD-BD 1 — — 

Mil. <p Mll.tp 

Que les centres C, Cf, Cf', soient sur une même droite , et partant, que la 
^question soit indéterminée; on peut déterminer les rapports des droites, 

CC’, Ç'C", C"C. 

Eu eflet, CC' : S"C =sio. *" : sin. Cf 
SC":C'C"=sin.C':sin. <* 

Donc , CC' :C'C"— S"Csin. «" : SC",in. « 

De même , OC" : CC"= SC' sin. « : S'Csin. «' 

CC" : CC' = S’C"sin. J : S 'C' sin «". 

Puisque , CC' I C’C'=S"C sin. «" ! SC".'in. « 

CC": CC' =S"Csin.«"+SC"sin.«:S"C sin. «" 

Donc aussi , S C 'sin.*' :S"C'sin. a"=S"Csio. «''-f-SC"sin. « : S"C*in. «", 

ou , BD-BD" • BD-BD* 

si ii. <p md. $ 

s BD — ■i?L‘ 0 -BD'<— : bd— - BD'. 

MU. <P MU. <p MIJ. <$ 

Celle proportion sert n déterminer l'un des angles <p , dans les deux 

autres-; après les réductions convenable* on trouve' l'équation 


1 
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BDxBD' ^±*±41 


«lu. $ «III. 9 gjry ^ £jyi «i n. ! <t' ' -9 -j- 


v ,ain. ($"-$■)-*) 


SID. 9 «III. $ 


i BDxBD” 

«ni. 9 «in. 9" 

Soient r, r', r", les rayons des cercles auxquels appartiennent les segraeo» 
capables des angles 9 , 9', 9" ; 011 a aussi , 

rr'ain. (9'- 9-f«‘;+rr"sin. (9"- 9+*') = r'r” sin. (9”- 9’ a). 

Cette e'ipiation est la même que la suivante. 

BD X BD" x ( ( cot. 9- coi 9') cos. «" -j-(cot. 9COt. 9**1 ) sin. a”) 

-j-BDxBD'' ( (col. 9-cot.9’') cos.«' -{-(cot. 9 cot. 9"- 1) sin. «' ) , 

— BD'XBD” ( (cot. 9’-cot. 9") cos. * -j-(cot.9'coi.9"-i) sin. «) ; 
de lacpielle il est aise de tirer la valeur de l’un des angles 9 , 9', 9" dans le» 
deux autres. 

Je vais traiter encore le problème propose' d’une manière purement algébrique. 
Que l’angle ABX, que la droite mene'e par B Tait avec BA , soit désigné par x. 
ABX = i; B A X = aD-( 9 -f x ) 

A'BX = «"-fi BA'X' — aD-( 9'+ «”+x ) 

' À"BX= «' -f x BA"X"— aD-( 9''-f«' + x). 

BX — BA XX'— BA _ BA' SS: 

mu. ^ biu.ç &iri« <p 

BX' =BA' l in i î' + a . ;-i: . t l ; X , X"~BA' 

Ml». <p MU. <p MH* O 

BX -.^BA"^’’-+*'±il. 

MU. 9 

Pour abréger , toit B A cosec. 9 =<I 
B A' cosec. 9’ = d' 

BA"cosee.9"=d ,r 

dsin. (9+ x)-d'«in. (9'+ «"+ x) l d'sin. (9'-)- a"-fx) -d^ain. (9"+ W-}-x) = m" 'nr, 
nid (sin. 9 cos. * -f cos. 9 sin. x) 

— m d’ (sin. (9' -f*")cos. x + cos. (f-j - a ' >si 11 . «) 

=m".l’ (sin. 19'-}- a")co».x-f Cos. (<»'-}_«"} sin. x ) 

— n/'<i"(siii. (9"+ «’jcos. x-f in"d"cos. (9 ,r -f« r ) sin. x). 
eos.x (nul sin. 9-mdVm. (9’+ *’')-m’'d’sin. (9(-f«"ff ni ,, d ,r »in. (9 ,r -f «') ) 

-j-sin. «{mdcos. 9-md cos. (9«-f a'’)-ni"ü'cos.(9'-f«''}-fm’ , d"cos. (9"-f«') ) 

mdcns.f-mil’cos. (9' -(- «"j-n/'l'cos. (9' f «”> f m"il"cos. (9" f «0 


>ov 


col. x = - 


tndsiu. 9-uid' siu. (9'+a")-tn"d r siu. (9'+ *",+ m''d' , sm. (,9''-f «j 
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La valeur de x est indéterminée lorsque les deux termes de cette fraction- 

éyanouissent en même teins ; on a donc les deux valeurs de l’exposaul —rr. 

m d'eos. (y 4 «") — d"cos. (< r" -(- =0 

in' 7 d cos. if — d'eos. (qf -f *!*) 

m d'sin. (9' — d"sin. (<$" 4 «') 

ni ' d siu. <j — tl'sm. (4 -j - *') 

De là , dd'sin. $cos. (y 4 *') — dd"sin. 4 coi (9" 4 «O-dM'sio. (y -|-<«" ; cos. (<t 4 «") 
-j- d'd''sin. (V -j- a")cos. (y' 4 •’) = dd'cos.$sin. (y 4 «")- dd" cos. $sin. (y' 4 « ) 
— d' d'sin. ($' 4 - « )cos. (y 4 «”) 4 " d , d ,, cos. (y 4 “ f )siu. (<a" 4 *'.) 
ou — dd'sin. (<f , -<j4 a , ) - ^ t ' Ws ' n- (V <_ $ 4«')-d\l" si ri. 4 «)=o ; conformé- 
ment au résultat de l’application du calcul au procédé géométrique. 

Remarque. Le problème inverse, à un quadrilatère donné inscrire un qua- 
drilatère donné d’espèce, se résout au moyen du premier; savoir, soit fait un 
quadrilatère quelconque semblable au quadrilatère inscriptiblr ; à ce quadri- 
latère soit circonscrit un quadrilatère semblable au quadrilatère proposé. Si ce 
dernier quadrilatère convient avec le quadrilatère proposé le problème est 
résolu. Si non , soit faite une figure (composée des quadrilatères inscrits et cir- 
conscrits) semblable à la figure obtenue , et dans laquelle le quadrilatère cir- 
conscrit soit de la grandeur donnée. 

Scholie. Les problèmes qui font le sujet des deux derniers §§ peuvent aussi 
être résolus au moyen du lieu développé daDS le $ 5 a , ainsi que je l’ai déjà 
insinué dans le dernier exemple du j l 28. 

Les problèmes qui viennent de nous occuper ont fixé l’attention de plusieurs 
mathématiciens. NtiVVTON, dans ses principes, rn fait voir l’application à la 
détermination des orbites des corps célestes. Le Père Boscotvicil a le premier 
remarqué le cas indéterminé auquel donne lieu le premier problème sur la 
d action de la droite comprise entre quatre droites données de position dont 
les parties sont enlr’eiles dans îles rapports donnés; cl d’après cette indétermi- 
nation , il a montré que l’application du problème proposé aux usages astrono- 
miques est souvent trompeuse. Le D’. Pl.AYr.AIIl, dans le. Mémoire déjà cité , 
a insisté d’une manière très- lumineuse sur ces deux problèmes, pour éclaircir 
sou sentiment sur la nature des porismes. Voyez le Mémoire déjà cité du 
1 )'. ri.AYFAtR, les principes de Newton , et les dissertations de Boscowich 
imprimées à Rome eu 1749. 

§ i46. 
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5 i46. 

Problème. A un cercle donne' inscrire un triangle , dont les côtes soient 
parallèles à des droites donne'es de position , ou passent par des points donnés 
de position. 

Cet énoncé général donne lieu à quatre problèmes particuliers. 

].* Les trois côtés du triangle cherché sont parallèles à des droites données 
de position. 

a.° Deux des côtés du triangle cherché sont parallèles à des droites données 
de position , et le troisième côté passe par un point donné. 

3. * Un des côtés du triangle cherché est parallèle à une droite donnée de 
position ; et chacun des deux autres côtés passe par un point donné. 

4. * Chacun des côtés du triangle cherché passe par un point donné. 

Premier problème. Que les trois côtés du triangle cherché soient parallèles 

à des droites données de position. 

Les angles du triangle cherché sont donnés, donc ce triangle est donné 
d’espèce ; et en particulier les rapports de ses côtés au rayon du cercle circons- 
crit sont donnés; donc aussi, chacun des côtés de ce triangle, est donné de 
grandeur. 

Second problème. Que deux des côtés du triangle cherché soient parallèles 
è deux droites données de position ; et que le uoisième côté passe par uu 
point donné. 

Analyse. Les deux premiers côtés font entr’eux un angle donné ; et le 
troisième côté retranche du cercle donné un segment capable de cet angle ; 
donc, ce troisième côté est donné de grandeur; mais, ce côté passe par un 
point donné de position , donc il est donné de position. 

Construction. Au cercle donné soit inscrite une corde qui retranche de j:e 
cercle un segment capable de l’angle formé par les deux premières droites. Soit 
décrit un eèrcle concentrique au cercle donné , et dont la circonférence touche 
cette corde. A ce second cercle soit menée (s’il est possible) une tangente 
depuis le point donné; la partie de cette tangente comprise en dedaus du 
premier cercle , est le troisième côté du triangle cherché. 

Remarque et limite. Que le point donné soit désigné par P , et soit C le centre 
du cercle donné. Si P est au dehors du cercle donné, le problème est toujours 
possible et susceptible de deux solutions. Soit P en dedans du cercle donné. 
La plus petite valeur du côté passant par P est la perpendiculaire à la droite CP 
qui joint le point donné avec le centre du cercle donné. Pariaul, si l’angle 

Aaaa 
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forme par les deux autres côtes doit être aigu , cet angle est alors le plus petit ; 
et nu contraire , si cet angle doit être obtus , il est alors le plus grand. Lorsque 
le problème est possible et qu’il n’est pas dans le cas de la limite, il est suscep- 
tible de deux solutions. Que l’angle donne' soit droit ; le problème a une seule 
solution , si le point donne' P ne coïncide pas avec le centre du cercle donne' ; 
et il est indéterminé , si le point P coïncide avec le centre du cercle donne'. 

Troisième problème. A un cercle donne' inscrire un triangle dont deux dei 
côtes passent par des points donnes de position , et dont le troisième côte soit 
parallèle à une droite donnée de position. 

Fin. 101. Soit C le centre d’un cercle donne, et soit R son rayon. Pour abréger, que 
ce cercle soit désigné par C. R. Soient P et F’ deux points donnés de position. 
Soit XX’X" un triangle cherché inscrit au cercle C. R. Que les côtes XX', X'X", 
passent par les points donnés P et P', cl que le côte X"X soit parallèle à une 
droite donnée de position , on demande ce triangle. 

Analyse. Par X soit conçue à PP' uue parallèle , qui rencontre de nouveau 
en x’ la circonférence du cercle donné , et que X'V rencontre PP en p'. A 
cause du parallélisme des droites Xx', PP, les angles p' et x' sont e'gaux entr’eux ; 
mais les angles dans le même segment X' et x' sont aussi égaux entr’eux ; donc, 
les angles p' et X' sont égaux entr’eux , et les triangles e'quiangles X"Pp',PPX’ 
ont leurs côtes proportionnels, et en particulier, PP' I X' , P=P , X' : Pp'; 
donc , X"P' X P'X'= PP' X Pp' ; mais le point P est donné de position sur le 
plan du cercle C. R ; donc , le rectangle X"PxPX' est donné de grandeur; 
donc aussi , le rectangle PP X P'p’ est donné de grandeur ; mais la droite PP 
est donnée de grandeur ; donc , la droite P'p' est aussi donnée de grandeur , 
Cl le point p' est donné de position. Donc, dans le triangle Xx'X" le côté XX* 
est parallèle à une droite donnée de position , le côté Xx' est aussi parallèle à 
uoe droite PP' donnée de position , et le côté x'X" passe par un point donné p' ; 
donc , ce troisième problème est ramené au second. 

Construction. Soit ébangé le rectangle des parties d’une droite menée par P' 
et terminée de part et d’autre à la circonférence , en un rectangle ayant PP 
pour un de ses côtés ; que l’autre côté soit porté sur FP prolongée de P' en p'. 
Puis (second problème) soit inscrit au cercle donné un triangle Xx'X" dont le 
côté XX" soit parallèle à la droite donnée de position , dont le côté Xx' soit 
parallèle à la droite PP’ donnée de position , et dont le côté x'X" passe par le 
point donné p' ; soit menée X"P’ qui rencontre la circonférence en X' ; j’uflirme 
que la droite XP rencontrera la droite X"P au même point. 

Que la droite XP rencontre, s’il est possible , la droite X"P' en un point x 
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different du point X’. Par 1 rs triangles semblables X"P'p', PP'x , X"P’ xP t 
=.PP' X F'p'= (constr. ) X"P'xP’X' ; dune P'x = P'X' ; donc les points» eiX' 
coïncident. 

Remarque. Puisque le problème troisième est ramené au second , on doit 
lui appliquer les observations qui ont été faites sur celui-ci , relatives à sa possi- 
bilité ou à son impossibilité , à son indétermination, et à la double solution 
dont il est susceptible. 

Problème quatrième. A un cercle donné inscrire un liianglc dont les côtés 
passent par trois points donnés de position. 

Soient P, P', F”, trois points donnés de position , sur le plan d’un cercle 
donné C. R. Inscrire à ce cercle un triangle XX'X"dont les côtés XX', X'X", X"X 
passent respectivcmenljiar les points donnés P, P', P". 

Ce problème quatrième est ramené au troisième , de. la même manière que le 
troisième a été ramené au second. En effet , que Xi’ parallèle à PP' rencontre 
en x' la circonférence du cercle C. R , et que X"x' rencontre PP’ on p' : on 
montrera, comme dans le troisième problème , que le point p’ est donné de 
position. Partant , dans le triangle Xi'X" le côté Xx' est parallèle à la droite 
PP' donnée de position ; et les côtés x'X", X"X, passent respectivement par les 
points donnés p' et P" ; donc , le quatrième problème est ramené au troisième. 

Construction. Soit prolongée TV en p' de manière que le rectangle PP* xP'p' 
soit égal au rectangle des parties d’une droite menée par P' comprises entre ce 
point et la circonférence. Au cercle proposé soit inscrit un triangle Xx'X" dont 
le côté Xx' soit parallèle à Ja droite PP', et dont les côtés x'X", X"X , passent 
par les points donnés p' et P" ; soient menées les droites XP et X"P', elles se 
couperont en X' sur la circonférence du cercle. 

La démonstration ne diffère eu rien de celle du second problème. 

Remarque 1.” Il suit de là, que le problème dans lequel deux des côtés 
doivent être parallèles à des droites données de position , et le troisième côté 
doit passer par un point donné , est le problème fondamental auquel se ramè- 
nent successivement ceux dans lesquels deux des côtés, ou lestrois côtés, doivent 
passer par des points donnés de position ; et parlant, on peut faire sur ces deux 
derniers problèmes les observations qui ont été faites sur le premier, relative- 
ment à leur impossibilité , à leur indétermination , et aux cas où ils sont suscep- 
tibles d’une seule ou d’une double solution. Puisque le premier de ces problème» 
est ramené à la question très-simple : à un cercle donné inscrire une corde de 
grandeur donnée qui passe par un point donné; c’est aussi de la solution de ce der- 
nier problème que dépendent les solutions des trois derniers problèmes proposé». 
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Remarque a.* Le quatrième de» problèmes proposes a occupe un grand 
nombre de Mathématiciens. Fappus le résout dans ses collections mathéma- 
liques pour le cas particulier dans lequel les trois points donnes de position 
( par lesquels les trois côtes du triangle cherché doivent passer) sont en ligne 
droite. 

M. Gabriel Cramer (mon illustre compatriote et l’un de mes prédécesseur» 
dans lu chaire des mathématiques , connu en particulier par son Introduction à 
l'analyse des lignes courbes ), généralisa ce problème pour une position 
quelconque des trois points donnés ; et il le proposa sous cette forme à Mr. de 
Castillon. Celui-ci, après s’en être occupé à diverses reprises, en a donné 
une solution géométrique, dans les Mémoires de Berlin pour 1776. On regret- 
teroil la longueur de son procédé, si les lemtucs qu’djui donne lieu de déve- 
lopper n’étoient pas intéressans par eux-mêmes. 

Mr. De la Grange n’a pas dédaigné de s’occuper aussi de ce problème, 
quoique purement élémentaire; aussitôt qu’il connut la solution géométrique de 
M. de CASTILLON , il lui en remit une solution algébrique remarquable par sa 
simplicité et par son élégance. Ce problème a encore occupé le grand Euler 
et ses illustres disciples Fus» et Lbxell, qui en oni donné des solutions plus ou 
moins algébriques dans les Mémoires de Pétersbourg. 

Le procédé géométrique que j’ai exposé est conforme à deux Mémoires 
contenus dans la collection intitulée, Memorie di Fisica e di mathunatica 
délia societa italiana , T. IV ; l’un de ces Mémoires a pour auteur un jeune 
Napolitain, nommé Annibale Giordano di Ottaïano, lequel résout non- 
seulement le problème relatif au triangle pour une position quelconque des 
points par lesquels doivent passer ses côtés; mais encore le problème général, 
relatif à l’inscription h un cercle donné d’un polygone dont les côtés passent par 
«les points donnés. Le second de ces Mémoires est du célèbre Malfatti , qui 
travailla de son côté sur le même sujet, après avoir appris le succès de ce 
premier Mathématicien , et qui parvînt au même but par un procédé peu diffé- 
rent. En profilant du travail de ces deux Mathématiciens , je me suis permis de 
faire de légers changemens dans l’ordre et dans la distribution de ce sujet. 

L’application’géne'rale de la méthode des coordonnée» aux problèmes précé- 
dens me paroît conduire à des expressions trop compliquées , soit dans la 
recherche , soit dans les résultats , pour qu’il me paroisse convenable de suivre 
ce procédé. Le procédé de La Grange me paroît le plus simple, et c’est 
celui que je vais exposer. 

Leinme. Soit un triangle isoscèle du sommet duquel on mène une droite à un 

point 
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point delà baie. J’affirme que le côté du triangle est à la droite menée, comme 
le cosinus de la demi-différence des angles au sommet formes par la droite 
menée , est au cosinus de leur demi-somme nu du demi-angle au sommet. 

Suit ACA' un triangle isoseele , dont la base est AA' et le sommet C ; soit 
menée une droite CP a un point P de la base AA'. J’affirme que AC: CP 
ACP- A'CP 

— cos. : cos. ± C. 

3 2 

Soit CB perpendiculaire à AA' ; AC : CP =sin. P : sin. A. Or, sin. P 
ACP-A'CP 


= cos. BCP == cos. 
ACP-A’CP 

= cos. : cos. 


-; et sio. A=cos. ACB — cos. -JC; donc , AC:CP 


:c. 


Lorsque le point P est sur AA' prolongée , on a de même, 


AC : CP = cos. 


ACP-4-A'CP 


JC. 


Corollaire. AC-J-CP: AC-CP = cos. J ACP cos. J A'CP :sin. J ACP sin. J A'CP 
= i :tang. J ACP lang. J A'CP , savoir; la somme d’uu des côtés égaux d’un 
triangle isoscèle et d’une droite menée de son sommet à un des points de la base, 
est à leur différence , comme le carré du rayon est au produit des tangentes dea 
moitiés des angles que la droite menée fait avec les côtés égaux du triangle. 

Première application. Inscrire à un cercle donné un triangle dont deux des 
côtés soient parallèles à des droites données de position , et dont l’autre côté 
passe par un point donné. 

Soit XX' X" le triangle cherché ; que les côtés X"X et X"X' soient parallèles Fio. lot. 
à desdroites données de position , et que le côté XX passe par un point donné P. 

Soient CP et CP" perpendiculaires aux côtés X'X", X"X ; les angles PCP', 

PCP", P'CP sont donnés. Que les angles PCP, P'CP", P"CP , soient désignés 
par <s, <s', <f", respectivement. Soit P'CX"= P'CX'= x ; PCX'=.<j-x ; P"CX'' 

=P"CX=V-»5 XCP=4>"-* r +x ; XCXW'V-f-S ! XCP-X'CP=ax-(*-<p.fV}; 

XCP X’CP_ •-♦"+•' o .. ™ ^ , 

— =x ; . ooit Cr=a. Un a la proportion, 


r:a=cos. (x- 


— — j : cos. 


; donc, cos. (x- 




*# fi 

r $ 

; —COS. — . 

« 2 ’ 


Or, tiîl: t±-= a D; donc^^= aD-*" 


_. o'+'f _r\ . 

et --i — ss aD-<y . 


Bhbb 
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Donc, r:a=cos. (x-(aD-<a") ) : cos. (aD-<t>') 

= cos. (x-f $") 4 cos. V- Doue l'angle i+$" est connu par 

l'équation , cos. (x -(- $") = — cos. V- 

Puisque le troisième cl le quatrième problème ont été ramones au précédent , 
on pourrait les regarder comme étant aussi résolus algébriquement ; mais on peut 
aussi les re’soudre immédiatement , ainsi que je vais le faire pour le quatrième. 

Seconde application. Soient P, I y , P", les points par lesquels doivent passer 
les côtés XX', X'X", X"X. Soit PCX'=i,P'CX"=x , ,P"CX=x". X'CP^o-x; 
X"CP"=o'-x' ; XCP=o"-x". 

Soient CP, CP', CP", désignées par a , a', a", respectivement. 


Ou a les trois équations ; tang. j x tang. 


tang. jx” tang. 


tt tt 

<3> -x 

r-.i 

2 

i+V 

<*-* 

r- a' 

'J 

r+n f ' 


r -a* 


Il est facile d’obtenir une seule équation à une inconnue , au moyen de la 


formule, tang. (a-b/= 


tang. a - tang . b 


1 -J- tang 


tang. b 

$ 147 . 

Problème. Inscrire à un cercle donné un quadrilatère dont les côtés soient 
respectivement parallèles à des droite» données de position, on passent par des 
points Correspondans donnés de position. 

Ce problème donne lieu à cinq problèmes particuliers , comme il suit. 

1 .* Les quatre côtés sont parallèles à des droites données de position. 

s." Trois des côtés sont parallèles à des droites données de position , et le 
quatrième côté passe par un point donné. 

5." Deux des côtés sont parallèles i des droites données de position , et les 
deux autres côtés passent par des poiuts donné» correspondans. 

4. * I n des côtés est parallèle à une droite donnée de position , et les trois 
autres côtés passent par des points donnés correspondans. 

5. ' Les quatre côtés passent par des points donnés correspondans. 

Problème i.* r Inscrire à un cercle donné un quadrilatère dont les côtés sont 

respectivement parallèles à des droites données de position. 

Ce premier problème relatif aux quadrilatères , se distingue du problème 
correspondant relatif anx triangles, eu ce que le premier de ccs problèmes 
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(s’il psi possible) est susceptible d’un nombre illimité de solations, tandis que 
Je problème relatif aux triangles est détermine’. 

En elTet , pour que le problème proposé soit possible , les angles donnés du 
quadrilatère doivent être tels que la somme des angles opposés vaille deux 
droit», ou que les sommes des angles alternatifs soient égales entr’elles. J’affirme 
que lorsqu’on a un quadrilatère inscrit à un cercle , on peut lui inscrire un 
nombre illimité de quadrilatères équiangtes au premier. 

Soit XX X''X''' un quadrilatère inscrit à uu cercle , et soit YY’Y 'Y"' un 
autre quadrilatère dont les côtés YY', YY”, Y"Y'", sont respectivement paral- 
lèles aux côtés XX', X'X", X"X"', du premier; j’affirme que le côté restant Y'" Y 
est aussi parallèle au côte' restant X”'X. 

En effet , à cause du parallélisme les angles X' et Y' sont égaux enlr’ettx ; 
mais les angles X"' et Y'" sont respectivement les supplémens tles angles X' et \ ’; 
donc, les angles X”' et Y’” sont aussi égaux enlr’eux ; mais les jambes X”X'” , 
et T'A’'* de ces angles sont parallèles eulr’elles; donc aussi, les droites X'"X 
et Y'" Y sont parallèles entr’elles. Partant, si on a pu inscrire à un cercle ut» 
quadrilatère dont les côtés sont respectivement parallèles à des droites donnée» 
de position , le nombre de ces quadrilatères est illimité. Pour que le problème» 
toit déterminé , on doit ajouter aux conditions énoncées queiqu’autre condition 
indépendante des premières , relative par exemple à la grandeur du contour ou 
de la surface du quadrilatère. 

Problème a. J Inscrire à un cercle donné un quadrilatère dont trois des côté* 
soient parallèles à des droites données de posiliou , et dont le quatrième côté 
passe par un point donné. 

Soit XX'X’ X"' uii quadrilatère inscrit à un cercle donné dont le rayon est K 
et le Centre C. Que le côté XX' passe par un point donné P ; et que les côté» 
restans X X", X”X”', X 'X, soient parallèles à des droites données de position î 
on demande ce quadrilatère. 

Analyse. A cause de l’inscription au cercle , les angles X” et X sont l’un le 
supplément de l’autre; mais, l’angle X" est donné; donc, l’angle X est aussi 
donné ; tuais la droite X'”X est supposée parallèle à une droite donnée de po- 
sition ; donc, la droite XX' est aussi parallèle à une droite donttée de position ; 
mais, cette droite XX' passe par le point donné P; donc, la droite XX' est 
donnée do position. 

Construction. Du point P soit menée une droite faisant avec la droite h 
laquelle X X est parallèle un angle (intérieur) égal au supplément de l’angle X- 
Si cette droite rencontre le cercle donné , la partie comprise dans ce cercle est 
le côté cherché du quadrilatère demandé. 


Fio. 103. 
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Remarque. Le problème est possible lorsque le point P est en dedans du 
cercle donne. Soit P au dehors du cercle donne', le problème est impossible 
lorsque la perpendiculaire abaissée du centre C sur la droite menée par P est 
plus grande que le rayon du cercle donné. 

Problème 'b.' Inscrire à un cercle donné un quadrilatère dont déni des cotés 
soient parallèles à des droites données de position , et dont les deui autres côtés 
passent par des points donnés. 

Ce problème donne lieu à deux cas , suivant que les côtés qui passent par 
les points donnés sont adjacens l’un à l’autre , ou sont opposés l’un à l’autre. 
Mais, comme mon but principal est de m’acbeminer vers le cinquième problème 
dont la solution dépend du premier de ces cas; il me suffira de développer ce 
premier cas seulement. 

fia. îoî. Soit XX'X”X'" un quadrilatère à inscrire au cercle C. R. Que les côtés 
XX’, X’X” pasent par les points donnés P, P’ ; et que les côtés X"X" , t X”’X 
soient parallèles à des droites données de position ; on demande ce quadrilatère. 

Ce troisième problème sur les quadrilatères est ramené au second , de la 
(même manière que le troisième problème sur les triangles a été ramené ata 
second. Savoir par X soit menée à PP' une parallèle qui rencontre de nouveau 
la circonférence en x' ; soit menée X'V qui rencontre en p' la droite PP\ La 
point p' est déterminé par l’équation X"P'XP'X'=PP’xI > V j et partant, dans 
le quadrilatère Xx'X"X'", le côté x’X" passe par le point donné p', et les côtés 
X’'X'", X"'X , Xx’ , sont parallèles à des droites données de position ; donc , la 
troisième problème est ramcué au second. 

Problème 4.* Inscrire à un cercle donné un quadrilatère dont trois des côtés 
passent par des points donnés , et dont le quatrième côté soit parallèle à une 
droite donnée de position. 

Solution. Ce quatrième problème est ramené au troisième, de la même ma- 
nière que celui-ci a été ramené au second. 

Problème 5.* Inscrire à un cercle donné un quadrilatère dont les quatre côtés 
passent chacun par un point donné correspondant. 

Solution. Ce problème cinquième est ramené au quatrième , de la même 
manière que eelui-ci a été ramené au troisième. 

Remarque. Il suit de là ; que les problèmes proposés , à cômpter depuis le 
second inclusivement , dans lesquels on augmente successivement d’uue unité 
le nombre des côtés qui passent par des points donnés , sont ramenés aux pro- 
blèmes précédcns , dans lesquels le nombre des côtés qui passent par des points 
donnés est successivement moindre d’une uuité ; et en particulier, que les trois 

derniers 
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dernier» problèmes dépendent du second, et sont ramené'» à lui. Partant , le» 
problèmes proposés sur le quadrilatère (excepté le premier qui, s’il est possible, 
est indéterminé) sont ramenés à la question simple; par un point donné mener 
une parallèle à une droite donnée ; et le problème proposé est possible ou 
impossible, suivant que celte parallèle rencontre la circonférence du cercle 
donné ou ne la rencontre pas; tandis que les problèmes sur les triangles 
(excepté le premier) sont ramenés à la question simple; par un point donné j 
inscrire à un cercle donné une corde de grandeur donnée. 

La solution algébrique des problèmes précédens sur les quadrilatères , est 
tout à fait conforme à celle des problèmes relatifs aux triangles. Je vais esquisser 
les solutions du second et du cinquième de ces problèmes. 

Soient CP", CP", CP'", perpendiculaires aux côtés X'X", X"X'", X'"X , et 
que le côté XX’ passe par le point P. 

Que les angles PCP', P'CP", P"CP"', P"'CP soient désignés par <>", 
respectivement. 

Soit PCX'= x ; X'CF = FCX» = <j-x 

X"CP" — F"CX'"= 4+x 

X'"CP"' = P'"CX = 


XCP = o"'-<»"+$'-<f-{-x. ' 

Soit CP=a. Dans le triangle isoscèle XCX', on a l’équation, 

tang. i x tang. J - J -= 

I q "'- q " 4" 4" * i <?'"-<>" 0 -<t 4" * . i 

ou, sin. Axsin. L — — — :cos. ;xcos. — =r-a :r-}-a ; 

a a * a * 

delà, cos. - — - ■ ; cos. (- — ?— T2--2 X x ) = r : a. 
a a 1 ' 

Donc, cos. (- — — î-}-x) = — cos. - — — . Partant, dans le 


r a 

a 


f x ; et partant , aussi l’aogle 


second problème on connotl l’angle ■ 
x ou PCX. 

Je passe à esquisser la solution immédiate du cinquième problème ; dans 
lequel les côtés du quadrilatère demandé doivent passer par les points donné^ 
P, P', P", F". 

Soient CP, CP', CP", CP'", désignées par a , a', a", a'", respectivement) 

Que les angles PCX', P'CX", P"CX'", F''CX , soient désignés par 
x, x', x", x'" respectivement. 

Cccc 
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Le* angle» X'CP 1 , X"CP’\ X'"CP'", XCP , *ont respectivement 

$-x , V-^+x, On a le» quatre 


» . $-1 
cquanoDs, tang. tang. 


* x = FR 


tang, 


l»Dg. 


tang. 




tang. J x = 




W+»-» 


tang. i» = 


r- a 

H-/ 


♦"'V-H'-rl-* 


tang. J x = 


r- a 
r+a" 


Ces quatre équations à quatre inconnues sont ramenées J une seule e'quation 

, . j, , . . . , tang. a + tsne. h 

à une inconnue, d apres les lormules, tans. ( a-t-b )= — — — ^r= p. 

’ r ’ 0 ' — ' i+lung. ataug. b 

Scholie. Les exercices contenus dans ce chapitre pouvant être regardes 
comme des accessoires , lies à la vérité avec le sujet de cet ouvrage , mais qui 
n’en font pas l’objet principal : je ne crois pas devoir examiner en détail tous 
les cas auxquels donnent lieu les positions soit des points donnés, soit des droites 
données , ni poursuivre les conséquences de ces positions sur la possibilité ou 
l'impossibilité de la question proposée, sur sa détermination ou sur son indéter- 
mination. Qu’il me suffise d’en alléguer un seul exemple. Que deux des côtés 
du quadrilatère proposé doivent être parallèles à une même droite donnée de 
position , et que les deux autres côtés doivent passer par des points donnés. 
Ce cas est aisément résolu comme il suit. Soit mené le diamètre perpendiculaire 
à la droite donnée de position ; d’un des points donnés , soit abaissée sur ce 
diamètre une perpendiculaire ; et soit prolongée cette perpendiculaire d’une 
quantité égale à elle-même ; 1a droite qui joint l’extrémité de ce prolongement 
avec l’autre des points donnés, est un des côtés (non parallèles cntr’eux)du 
. quadrilatère cherché. Four que le problème soit déterminé , l'extrémité du 
prolongement de la perpendiculaire abaissée de l’un des points donnés ne doit 
pas coïncider avec l’autre des points donnés. Lorsque celte coïncideoce a lieu , 
le problème proposé a un nombre illimité de solutions; et il est impossible, 
lorsque les points donnés sont sur une même parallèle à la droite donnée de 
position , et que leurs distances au diamètre perpendiculaire à la même droite 
ne sont pas égales entr’eliea. 

$ i48. 

Ce que j’ai dit dans les deux $ précédons sur les triangles et sur les quadri- 
latères inscrits à un cercle donné , et dont les côtés sont parallèles à des droites 
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données de position ou passent par des points donnés , s’applique arec la plus 
grande facilité à l'inscription au cercle des polygones d’un nombre quelconque 
de côtés sous les mêmes conditions. 

El d’abord , il est nécessaire de diviser à cet égard les polygones en deux 
classes , suivant que le nombre de leurs côtés est impair ou qu’il est pair. 

Premier cas. Que le nombre des côtés du polygone soit impair. 

Premier problème. Inscrire à un cercle donné un polygone impair dont les 
côtés soient parallèles à des droites données de position. 

Analyse. Puisque les côtés du polygone cherché sont parallèles à des droites 
données de position , chacun des angles de ce polygone est donne. 

Soit XX'X"X’".... X’^’X 1 " le polygone demandé, dont le nombre des côtés 
est an -J- 1 , et qui est inscrit à un cercle dont le centre est C. 

X" =aD-iX'CX'" 

X'» = aD-£X"'CX* 

X'* = aD- j X’CX TU 
X« = aD-iX“->CX 

X''+X'' 4 -X'''+ .... +X“=n X aD- }( 4 D-XCX') 

= (n-i) aD+jXCX’j 

Donc, l XCX'=X"+X ,T +X T, +. . . .-f-X J *-(n- 1) aD. 

Parlant , chacun des angles au centre du polygone , opposé à ses côtés , est 
déterminé; donc, le polygone est déterminé. Savoir, la moitié de l’angle au 
centre opposé à l’un des côtés , est égal à l’excès de la somme des angles alter- 
natifs du polygone , à compter depuis les deui angles les plus voisins des extré- 
mités de ce côté , sur dgux droits pris autant de fois qu’il y a de sommets 
alternatifs. 

Second problème. Inscrire à un cercle donné un polygone impair dont tou» 
les côtés excepté un soient parallèles à des droites données de position , et dont 
le côté restant passe par un point donné. 

Tout étant posé comme dans le premier problème , soit XX' le côté qui passe 
par le point donné. Les angles reatans du polygone X", X ,,, ....X a *"‘, X”, sont 
connus ; et parlant , l’angle XCX' est connu ; donc , l’arc et la corde XX' 
sont connus; et le problème proposé se ramène à cet autre; par un point 
donné sur le plan d’un cercle donné mener une droite dont la partie compris» 
dans ce cercle soit de grandeur donnée. 
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Je ne crois pas devoir répéter ici ce qui a été dit dans les deux $ précédons, 
sur la possibilité' ou l’impossibilité' de la question ; sur l’indélermiuation dont 
elle est susceptible , et sur sa solution simple ou double. 

' Ou peut ramener à ce second problème ceux dans lesquels le nombre des 
côtés (adjacent) qui passent par des points donnés est deux ou plus grand que 
deux. Soient deux côtés adjacent XX’ et X'X" qui passent par les points donnés 
P et P' ; par X soit menée à PP' une parallèle qui rencontre de nouveau la 
circonférence en x' ; et que X"x' rencontre PP' en p' ; le point p' est déterminé 
par l’équation X"P' y P’X'= PI V X P'p' i et les côtés XX' et X'X" sont remplacés 
par les côtés Xx' et X'X", dont le premier est parallèle i la droite donnée PP', et 
dont le second passe p3r le point donné p'. Pur cette réduction , on diminue 
successivement d’une unité le nombre des côtés qui passent par des points 
donnés , et on leur substitue des côtés qui sont parallèles à des droites données 
de position. 

Second cas. Que le nombre des côtés du polygone soit pair. 

Premier problème. Inscrire à un cercle donné un polygone pair dont les 
côtés sont parallèles à des droites données de position. 

Puisque dans un polygone pair inscrit au cercle les sommes des angles alter- 
natifs sont égales Cntr’cllcs; pour que le problème soit possible, chacune de 
Ces sommes doit être égale à la moitié de la somme des angles du polygone qui est 
déterminée par le nombre de scs côtés. Lorsque cette condition est remplie, 
le problème est possible , et susceptible d’un nombre illimité de solutions. La 
démonstration pour les polygones d’un nombre pair quelconque de côtés , est 
exactement la môme que pour les quadrilatères. Pour que le problème devienne 
déterminé , on doit ajouter quelque condition indépendante de la première , et 
relative, par exemple, à la connoissancc du contour, ou à celle de la surface. 

Second problème. A un cercle donné inscrire un polygone pair dont les côtés, 
excepté un, soient parallèles à des droites données de position; et dont le côté 
restant passe par un point donné. 

Soit XX' le côté qui doit passer par le point donné P. 

Chacun des angles sur le côté XX', par exemple l’angle X', est déterminé par 
les autres angles qui lui sont alternatifs; mais la jambe X'X" de cet angle est 
parallèle à une droite donnée de position ; donc, le côté XX’ est aussi parallèle 4 
une droite donnée de position ; mais ce côté passe par le point donné P, donc 
ce côté est donné de position. 

On ramène à ce second problème tous les antres problèmes sur les polygones 
pairs , dans lesquels deux ou un plus grand nombre de eôtés adjacens passent 

par 
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par des points donnés. Savoir , on substitue successivement à l’un de ces côtés 
un autre côté qui soit parallèle à une droite donnée de position, de la même 
manière qu’ou l’a Fait pour les polygones impairs , et l’autre de ces côtés est 
déterminé à passer par un autre point douné. 

L’exposition du procédé algébrique du problème général sur les polygones 
d’un nombre quelconque de côtés, est tout à fait conforme à celle du 
procédé qui a été suivi pour les triangles et pour les quadrilatères. Je l’ai 
développé dans un Mémoire imprimé dans le Recueil de l’Académie de Berlin 
pour 1796. Voyez aussi la Géométrie de position , pp. 383-587. 

Scholie. Je crois devoir me contenter de cette exposition sommaire de la 
solution du problème proposé , sans entrer dans l’examen détaillé de tous les 
cas auxquels il donne lieu ; je me contenterai d'énoncer un exemple remar- 
quable de l’influence des positions des points donnés, sur la détermination de 
la question proposée. Soit un hexagone inscrit à un cercle; les points de ren- 
contre des côtés opposés sont sur une même droite; et partant , si ces points de 
rencontre sont les points donnés par lesquels les côtés doivent passer", pour 
que le problème soit possible , ces trois points doivent être en ligne droite. 

Voyez la traduction allemande des données d’Euclide par Schwab. Cette 
propriété du cercle s’étend aux sections coniques (Voyez la Géométrie do 
position, p. 45 b); et il est aisé de montrer son application à ces courbes , en 
les envisageant comme des projections du cercle. 

$ l4g. 

Nous avons vu que les premiers des problèmes sur les polygones pairs pro- 
posés dans les deux derniers $ sont indéterminés ; et que pour les rendre 
déterminés on doit ajouter quelque condition indépendante des angles de ces 
polygones. Comme un nouvel exemple (à ajouter à tous ceux qui sont répandus 
dans cet ouvrage) de l’utilité de la doctrine du centre des moyennes distances, 
je vais résoudre les deux problèmes suivans. 

A un cercle donné inscrire un polygone d’un nombre pair de côtés , dont les 
angles sont donnés , en connoissant ou son contour ou sa surface. 

Je vais introduire par l’exemple du quadrilatère à la solution géuérale. 

Premier problème. Soit XX , X W X ,M un quadrilatère dont les angles sont Fia. ioi. 
donnés et dont le contour est douné , à inscrire à un cercle donné , dont le 
centre est C et dont le rayon est r. 

Soient CP, CP’, CP", CP’", les perpendiculaires abaissdls du centre C sur le* 

Dddd 
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côtes XX', X' A", X"X'", X"'X. Que les angles donnes PCP', P'CP", P ,, CP"',P" , CP, 
soient désignés par <», <*>', <p", q" . 

Soit XCP = PCX' = 1 } XF = PX' — r sin. * 

X'CP' = P'CX" = <p-x xr = P’X" =r sin. (*-x) 

X"CP" = P"CX'"=V -<p+x X"P" = P"X'"=r sin. (<,'-*+*) 

X"'CF" = P'"CX =♦%'+*-*• X"'P'"= P"’X =r*in. (V'-V+O-*). 

Partant, le demi-contour counu du quadiilatèrc a pour expression 
Fin. io5.r (sin. x+sin. (<j-i)-f-sin. (<j'-<f+s) + sin. Sur une droite SA soit 

fait l’angle ASA’ e’gal à l’angle $ ; puis sur SA' du côté de SA soit fait l’angle 
A’SA"=$'; sur la droite SA" du côté de SA' soit fait l’angle A"SA'" égal â 
l’angle <f" ; soit l’angle ASX égal à l’angle x ; les angles A'SX , A"SX , A'"SX, 
seront respectivement égaux aux angles <p-x, $>’-$-)■*> <f"-$'+$-x. Que les droites 
SA, SA', S V", SA'" , soient faites toutes égales au raton r , et soient AP, A'P’, 
A"P", A'" P'" perpendiculaires à SX; la somme des droites AP, A'P', A"P",A'"P'", 
est le demi-contour donné ; soient les droites AS, A"S, prolongées en a et en a” 
de l’autre part du point S, de quantités égales à elles-mêmes , cl soient ap , a"p" 
perpendiculaires à SX ; la somme des perpendiculaires ap , A'P', a"p", A"'P'" , 
toutes situées d’un même côté de SX , est le demi-contour donné. Soit Z le 
le centre des moyennes distances des points a , A', a", A'" ; et soit ZQperpcndi- 
culaire à SX ; la droite ZQ est le quart du demi-contour donné , et parlant elle 
est donnée de grandeur ; donc , la droite SX est tangente au cercle dont Z est 
le centre, et dont ZQ est le rayon. 

De là , découle la construction suivante. 

Sur une droite quelconque SA soit fait un angle ASA'=<f ; sur SA', du côté 
de SA, soit fait l’angle A'SA"=$'î sur SA' du côté de SA' soit fait l’angle 
A"SA'"=<ji". Soient prises les droites SA , SA', SA", SA'" égales au rayon r 
du cercle donné. Soient AS et A"S prolongées en a et en a" au-delà de S, de 
quantités égales à elles-mêmes. Soit cherché le centre Z des moyennes dis- 
tances des points a , A', a", A'" ; du point Z comme centre avec un rayon égal 
au quart du demi-contour donné, soit décrite une circonférence de cercle ; et 
dit point S soit menée (s’il est possible) une tangente à ce cercle, elle sera la 
direction cherchée de la droite SX. 

Limite. Si le point S est au dehors du cercle qui vient d’être décrit, le 
problème est susceptible de deux solutions; pour que le problème soit possible, 
le point 6 ne doit pas être en dedans de ce cercle ; et parlant, la plus grande 
valeur du quart du demi-contour est la distance du centre Z des moyennes 
distances au sommet commun S. 
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D.ins ce cas, la somme des perpendiculaires abaissées des points a et a" sur la 
droite SZ est égalé à la somme des perpendiculaires abaissées sur la manie 
droite depuis les points A' et A 1 " ; et partant, les sommes des perpendiculaire* 
abaissees du centre sur les côtés opposes du quadrilatère sont égales entr’elles. 

Item , dans le cas de la limite, on détermine chacun des angles aSZ, A'SZ , 
a"SZ, A" SZ , et partant aussi, chacun des angles ACX, A'CX, A"CX , A'"CX, 
par l’cquation , 

a Ssin. aSZ -f- a"Ssin. a"SZ = A'S sin. A'SZ-f A"'S sin. A'"SZ 
ou , siu. aSZ -j- sin. a''SZ = sin. A'SZ -f- sin. A’"SZ. 

sin. ASA'-}-sin. ASA"-)- sin. A SA"* 

1 - cos. ASA' -J- cos. ASA' 7 — -cos. A SV'"’ 

SZ'=rr (4-a cos. ASA'-j-2cos. ASA" — acos. ASA'" 

— acos. A'SA" -j- aços. A'SA'" 

— acos. A"SA'"}. 


De là, cot. A SX : 


D’après cet exemple , il est aise' de résoudre le problème céneVal , inscrire à 
un cercle donné un polygone d’un nombre pair de côtés, dont les côtés soient 
respectivement parallèles à des droites données de position, et dont le contour 
soit donné de grandeur. 

Soit C le centre du cercle donné , et r son rayon. 

Soient X, X', X".... X“-" , X J *-* les sommets successifs du polygone. 

Soient CP, CP , CP ....CP X '“, CP»' 1 v des droites perpendiculaires aux 
côtés XX', X'X", X"X'”. . . . x*-x. 

Que les angles PCP', P'CP", P "CP"'. .. . P»" CP-, P- CP soient désignés 
par $ , , ç <f""“ , <j*-‘ respectivement. 

Soit l’angle XCP — PCX', par exemple , désigné par x 
X'CP' = FCX"=*-x 

X"CP" = P"CX"'= V - <rf-x * 

X'"CF"^F"CX 1 »= $"-«'+$ - x 


X»->| CP*-“= P*-" CX x - , =4»-™- <f *->r. . . . 

X»-» CP*-i = P»-‘ CX = 

De là , le demi-contour donné a pour expression 

r(sin.s-f- s in.(ç-x)-f-sin.(ç'-e-j-i)-f-sin.(»"V-f P -i)-j-....-f-,i 0 .(^-„^. 1 .^ 

-j' sin. ^(px-u-çx-ui. ç^-J— ç- x 

Suit menée uue droite quelconque SA , et soient faits les angle» 

ASA', A'SA", A"SA'", A' ’SA". . . . A"-*“ SA»-", A»- U SA»-, égaux aux angles 
* respectivement, en altcr- 
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nani Ici deux sens suivant lesquels ces angles sont faits successivement. 
Que toutes les droites SA , SA', SA", SA' ff . ...S V*"", SA*'* soient faites égales 
tu rayon r. Que l’angle ASX soit conçu égal à l'angle x ; sur SX soient conçues 
abaissées les perpendiculaires AP, A'l y , A’T*", A”’P’".. . A*‘ U I > “' ,, ) A*' , P“' 1 . Ces 
perpendiculaires seront respectivement les demi-côtés du polygouc iuscril ; et 
le demi-contour donné du polygone sera la somme 

AP + A' P' f A" P" + A f "P‘" -f .... + A* *'P«-“ -(- A*-r-*. 

Soient conçues les droites alternatives, AS, A"S, A"S. . .. A""‘“S, A*'*S, pro- 
longées de l’autre côté du point S en a , a", a ,T . . . . a*' ,u , a *' 1 ; soit Z le centre des 
moyennes distances de tous les points a, A' A"’, a”, A T . ... a*' 1 ", A* -1 *, a*'* ; 
soit ZQ perpendiculaire à SX; le demi-contour donné est nZQ; donc, la 
droite ZQ est donnée de grandeur ; le point Q est à la circonférence d’un cercle 
dont le centre Z et le rayon Z\ sont l’un et l’autre donnés ; et la droite SX est 
une tangente à ce cercle menée du point donné S , et partant , elle est douuée 
de position. 

La plus grande valeur du contour donné a lieu lorsque nXSZ est égale à ce 
demi-contour ; et alors , les sommes des perpendiculaires abaisséps du centre 
sur les côtés alternatifs sont égales enlr’ellos. On détermine la valeur du demi- 
contour dans le cas de la limite et les valeurs correspondantes de chaque côté , 
d’après la doctrine du centre des moyennes distances, en se conformant à ce 
qui a été fait pour le Cas particulier du quadrilatère. 


n 1CV . sin. ASA'+si". AS ASA'"-f-. .. .-faiin. ASA*-"-f-«în. ASA*-» 

ntrouvecol. . 1 - cos. AbA'-f-eu*. ASA*'— cos.A&A'" -|~cos. ASA*-“— cos.ASA"-* 

no SZ’=rr ( n — acos. ASA'+acos. ASA” — acos. ASA'" -f-acos. ASA*-“ — acos. ASA*-' 

—icos.A'SA"-f-acos.A'SA'" — acos. A'SA »->*-)- acos. A'SA»-« 

> — acos.A''SA'" -j-acos.A"SA*-« — acos.A"5A*-« 


— acos.A*-»*SA»-'<-)-acos.A"-' 1, SA*-« 
^ — acos. A» ll SA*-i) 

Second problème. Soit XX’X”X"' un quadrilatère, dont les angles sont donnés, 
et dont la surface est donnée , à inscrire à un cercle donné dont le centre est C 
cl dont le rayon est r. 

Tout étant posé comme dans le problème précédent. 

Soit XCX' = aXCP= aPCX'=*x. 

X'CX”= =2<p-x. 

X"CX'" =a<> - 9 <H-x 

X'"CX =2*”-aV+2<>-*, 

Partant j 
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Parlant , le double de la surface du quadrilatère est 

rr (sin. x-|-sin. ( a<j>-x)+sin. (a$'-2$-)-x)-|-sin. ( a $-x ). 

Sur une droite SA soit fait l’angle ASA' égal au double de l'angle 9 ; sur SA* 
du côte de SA, soit fait l’angle A’SA" double de l’angle $' ; puis sur SA'* soit 
fait du coté de SA' l’angle A" SA'" double de l'angle ; soit l’angle ASX égal à x ; 

les angles A’SX , A"SX , A’"SX , seront respectivement égaux aux angles 2$-x , 
2^’-2$-j-x, 2</'-2$' 2<p-x. Que les droites SA, SA', SA", SA'", soient faites 

toutes égalés au rayon r; soient AP, A'P'; A"P", A'"P'" perpendiculaiies à SX ; 
le double de la surface donnée du quadrilatère a pour expression 
ar ( AP -|- A’P' -j- A" P" -(- A’"P'") ; et partant, la somme des droites AP, A'P', 
A"P", A'"l*"' est donnée de grandeur. Que les droites AS et A"S soient prolon- 
gées en a et en a" au-delà de S de quantités Sa, Sa" égales à cllcs-inéme», et 
soient ap et a"p" perpendiculaires a SX; la somme ap-|-A'P’-)-a"p"-f-A" / P'" est 
donnée de grandeur. Soit Z le centre des moyennes distances des points a, A', a”, A"’; 
cl soit ZQ perpendiculaire à SX ; la somme ap -J- A'P' -f a”p" -(- A'"P"' quadruple 
de ZQ est donnée de grandeur; le point Q est à une circonférence donnée, 
et la droite SX tangente à cette circonférence et menée du point S est donnée 
de position. 

Pour que le problème soit possible , la droite ZQ ne doit pas être plus grande 
que SZ ; et partant , la plus grande valeur du double de la surface est 4 rxSZ ; 
et d’apres la doctrine du centre des moyennes distances, on détermine tout 
comme dans le problème précédent relatif au contour, la plus grande valeur 
de la surface , et chacun des triangles du quadrilatère ayant pour sommet com- 
mun le centre du cercle , et ayant pour bases les côtés du quadrilatère. 

Le procédé de la solution générale de ce second problème est tout à fait 
conforme au procédé de la solution du premier, en substituant aux angles 
simples <f, q", q " $*"* , leurs doubles; et en opérant sur ces angles 
doubles de la même manière qu’ou a opéré sur les angles simples dans le pro- 
blème relatif au contour. 

Scholie. La solution algébrique des deux problèmes précédons peut aussi 
être ramenée à la solution d’une des deux équations 0 cos. x+ b sin. x = c ; 
mais le procédé que j’ai suivi me paroit plus lumineux ; et sa liaison avec la 
doctrine du centre des moyennes distances m’a paru remarquable. 

§ l5o. 

Problème. Soient des points en nombre quelconque donnés de position sur 

Eeee 
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un plan ; soient des coefficiens correspnndans donne'» de grandeur, et soit une 
droite donnée de position sur ce plan. Trouver sur cette droite un point duquel 
menant des droites aux points donnés la somme des espaces qui ont aux carrés 
de ces droites les rapports dont les exposait» sont les coefficiens donnes, soit 
donnée de grandeur. 

Fio. 10 G. Soient A , A’, A”. . . . A* des points donnés de position. 

Soient m , ru', ni. . . . m" des exposaus de rapports corresponds!)» donnés de 
grandeur. Soit BB' une droite donnée de position. On demande sur BB' un 
point X tel que la somme mAX* -j- m' A'X’ ni"A''X’. . . . -{- m*A“X'soil égale à 
un espace S donné de grandeur. 

Analyse. Soit Z le centre des moyennes distances des points A, A', A”. ... A” 
pour les coefficiens corrcspoudans m, m', ni''....ro*. On a ($41)7- m"A*X* 

=/• “i*A“Z* -j- ZX*/ m- ; pariant , ZX* + 5 

ouZ x-= r %-^. 

J. tu" J. m* 

Or , le point Z est donné de position ; donc , le point X est à une circonfé- 
rence donnée dont on counotl le centre Z et le rayon ; mais le point X est aussi 
sur la droite BB' donnée de position ; doue, le point X (s’il est possible) est 
déterminé. 

Construction. Soit Z le centre des moyennes distances des points donnés 
A, A', A”.. ..A" pour les coefficiens donnés ni, m', ni".... ni*. Soit prise la 
somme J. m'A'Z 1 des espaces qui ont les rapports donnés aux carrés des distances 
de ce centre aux points donnés. L’espace donné S ne doit pas être plus petit 
que cette somme. Soit pris l’excès de l’espace S sur cette somme ; et soit déter- 
minée la droite L telle que cet excès soit au Carré de cette droite dans un 
rapport dont l’exposant est la somme des coefficiens donnés ou f. ni*. Du point Z 
comme centre, avec le rayon L , soit décrite une circonférence de cercle , qui 
rencontre (s’il est possible) en X la droite BB'. Le point X est le point cherché. 

Démonstration. Elle découle de l’analyse. 

Jjimite. Non-seulement l’espace S donné de grandeur ne doit pas être plus 

petit que J". m’A^Z* ; mais encore l’excès m"A*Z’) , ne doit pas être 

plus petit que le carré de la perpendiculaire abaissée du point Z sur la droite BD' 
donnée de position. Lorsque l’espace donné S est plus grand que celui qui 
répond à celte dernière limite , il y a sur la droite donnée deux points qui 
satisfont à fa question , et partant le problème a deux solutions. 
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Remarque 1.” On détermine de même sur la circonfe'rence d’un cercle 
donné le point qui résout la même question ; dans la supposition que le centre 
du cercle donné ne coïncide pas avec le ceutre des moyennes distances des 
points donnés pour les cocfficiens donnés ; et on détermine sur la circonférence 
du cercle donné les points auxquels répondent la plus grande et la plus petite 
valeur de la somme des espaces proposés. Ces deux points sont les extrémités 
du diamètre qui passe par le centre Z des moyennes distances. 

Remorque a.* Ou détermine de même sur un plan donné ou sur une sur- 
face sphérique donnée la circonférence de cercle qui est le lieu des points , tels 
que la somme îles espaces qui ont des rapports donnés aux carrés de leurs dis- 
tances à des points donnés dans l’espace soit égale à un espace donné de gran- 
deur ; et on détermine la limite de ccl espace. 

Remarque 3 / Eu particulier, que les points donnés de position A, A’, A”... A* Fio. 107. 
soient sur une même droite BB' donnée de position. Le centre Z est sur la 
même droite. 


Puisque ZX*/ m » + /. m»A*Z* = S. 

ou, ZX" -J- • S=l :yim*; si du point Z on élève à BB' une per- 
pendiculaire ZV dont le carré soit égal à on aura VX*:S=i \J. m*. 

On obtient ainsi la proposition suivante. 

Porisme. Soient des points donnés de position sur une même droite ; et 
soient dcà exposans correspondans de rapports donnés de grandeur; on peut 
déterminer en même tems la position d’un point , et l’exposant d’un rapport , 
qui répondent aux conditions suivantes : du point à déterminer soit menée une 
droite à un point quelconque de la droite donnée de position ; le carré de cette 
droite a un rapport constant ( dont l’exposant est 'à déterminer ) à la somme des 
espaces qui ont les rapports donnés aux carrés des distances des points donnés 
au point pris sur la droite. Savoir; le poiul V se trouve en élevant à BB' depuis 

f m*A*Z* 

le point Z une perpendiculaire ZV telle que ZV’= — -y.-— — ; cl l’exposant 
du rapport à déterminer est J. ni*. 

Première application. Soient des droites en nombre quelconque données de 
position , et soit une autre droite aussi donnée de position. Ou peut déter- 
miner sur celle dernière droite un point duquel abaissant des perpendiculaires 
sur les premières droites , la somme des espaces qui ont des rapports donnés 


aux carrés de ces perpendiculaires soit donnée de grandeur , cl on peut déter- 
miner la limite de celle somme. 
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F10. 108. Que les premières droites rencontrent la dernière dans les points A, A', A’ ...A* 
respectivement. Soit X le point cherché, et soient XY, X\’, X\ ,, ....X\" les 
perpendiculaires abaissées de ce point sur la droite donnée de position. Lrs 
expressions de ces perpendiculaires sont respectivement AX siu. A, A’Xsin. A’, 
A”X siu. A". . . . A*X sin. A*. Fartant , les points A , A 1 , A".. . . A“ étant donne's 
de position sur une même droite, on demande le point X tel que la somme 

mAX’ sin.’A, m'A'X’ sin.’A', m"A''X’sni.’A'' ni" A*X*sin. *A“ soit donnée 

de grandeur. Partant, 011 obtient le cas de la remarque troisième , une limite 
correspondante , et un purisme correspondant. 

En particulier, la position du point Z auquel répond la plus petite valeur de 
la somme proposée se détermine par l’équation 

mZA sin. “A -f m'ZA' sin.” A' + m''ZA" sin. 3 A" -f .... -f m«ZA"rtH.*A« = o. 

Or , AZsin. A=ZY ,'itonc , mZY sin.A-fm’ZY’siu. A’-j-m”ZY”siu. A”-j-....iu K ZY î( siu.A ,( =30. 

De la première équation on tire 

m'AA'»in.*A'-f-m"AA"sin.*A" + .... + m»AA*sin. , A" . j ,, 
A/ — msin/A f i^TA+'Ti.' ' mu? Â ,r_ -|-.~F ut* sin.’ A“ 5 8 

on lire la valeur de ZY , ou de AZ sin. A. 

En particulier , que le nombre îles premières droites soit deux , et que les 

cocfliciens m , ni’ soient égaux cnlr eux. O11 trouve , 

A.Vsin.W k t r r ... AAVm.’A 
T7 — i — mT’ » A. A— ■ 1 , I i P> 


Tic. 


AZ = 


sin. 3 A -j-sim*^' 


si 11. 3 A -p »in. 3 A 

Donc, AZ : A'Z=sin.*A’:sin.*A. 

ou , AZ sin. A A’Zsin. A’=siu. A’ ! sin. A. 

Donc , ZY :ZY' =sin. A'isin.A. 

Seconde application. De là, on détermine sur le plan d’un triangle le point 
duquel abaissant des perpendiculaires sur ses côtés la somme de leurs carrés est 
la plus petite. 

109. En effet , que les sommets du triangle proposé soient A , A’, A' , et que les 
perpendiculaires abaissées sur les côtés opposés soient ZY, ZY , ZY ; dans le 
cas du minimum de la somme des carrés ces perpendiculaires doivent êtie 
entr’ellcs comme les sinus des angles opposés , et partant aussi comme les côtés 
snr lesquels elles sont abaissées; on a donc ZY r I A'A"=ZY':AA"=ZY": AA' ; 
et comme Z Y X A' A" -f Z Y' X AA" -f Z Y" X A A'.= a A A' A" ; on obtient 
YZ 3 -f Y'Z 3 -f Y"Z 3 : aA A' A"= a AA'A" : AA' 3 + A'A'"-{- A” A 3 ; savoir , le 
double de la surface d’un triangle est moyen géométrique entre la somme des 

carres 
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carres des côtés et la plus petite somme des carrés des perpendiculaires abaissées 
sur les côtés de ce triangle. 

En général , soient m , m', ni" des cocfficiens donnés ; la somme 
mYZ 1 -J- m'Y'Z* rn" Y"Z* est la plus petite, lorsque les quantités mYZ, 
m'Y'Z, m"Y''Z sont entr’elles comme les côtés A' A", A" A, AA', sur lesquels 
les perpendiculaires sont opposées. 

Ou peut étendre celte doctrine aux polygones quelconques, et même aux poly- 
hèdres. Je me contenterai , comme exemple , de déterminer le point dans l’es- 
pacc duquel abaissant des perpendiculaires sur les faces d’un télralièdrc la somme 
de leurs carrés est la plus petite; et de déterminer le minimum de celte somme. 

Troixième application. Que les faces d’un Iclralièdre soit désignées par 
F, F', F'', F'". Que l’angle planiquc , formé par deux faces (elles que F et F', 
soit désigné par pp" ; et soit admise'la même symbolisation pour chaque paire 
de faces. Que les sommets du télralièdrc opposés aux faces F, F', F", F'” soient 
désignés par A, A”, A", A"’ ; et que les bailleurs du tétrabèdre, abaissées de 
ces sommets sur les faces opposées , soient désignées par II, II', II”, 11'”. 

Soit Z un point de la face F'” duquel on abaisse des perpendiculaires QZ , 
Q'Z , Q”Z sur les faces F, F', F”; et soient YZ , Y'Z , Y”Z les perpendicu- 
laires abaissées du même point sur les bases des faces F, F', F”. Les perpendi- 
culaires QZ, Q'Z, Q"Z, sont respectivement YZ sin. p"'p , Y'Z sin. p"'p', 
Y "Z sin. p”'p” ; partant, dans le plan de la face F'" on doit avoir la plus prlite 
▼alcur de la somme YZVin.*p'"p-f- Y'Z 3 siii. , p'"p' -f Y r "Z*sin. , p" , p w . Cela a lieu , 


lorsqu’on a les équations 
les équations 


YZsin.V'p 

~A r X m = 

QZ s in, p"'p 


Y'Z sin. V " P ' 


AA" 


Y"Zsin.y"p” 

ÂÂT 

Q'Z sin. p'V _ Q”Z sin. P '" P ’' 


A' A" AA" — AA' 

Que les hauteurs des faces F , F', F", abaissées depuis le sommet A'" sur les 
côtés de F’" qui sont les bases de ces faces , soient h , h', h'' respectivement. 
Tl"' Tl'” T|"' 

c* lit 11 • M» T 11 • Mf ,, 11 1 I f 

din. p p= , «m. p p = sin. p p"-= ; donc , on a les équations 


QZ X bxA^ - Q ' ZX h'xAÀ" 


;Q"Z: 


h x AA' 


QZ Q'Z 
et partant, -j- = 


Q'Z 


De là , pour un point quelconque dans l’espace on a les équations 


QZ _ Q'Z_Q”Z_ Q”'Z 
F — F r F' — 


p,, . Savoir, pour le point Z auquel répond la plu» 

Ffff 


Fio. uo. 
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petite somme des cariés des perpendiculaires abaissées sur les faces d'un télra- 
lièdrc , chaque perpendiculaire est directement proportionnelle à la face sur 
laquelle elle est abaissée. Celte condition suflil pour détemiiuer chacune de ces 
perpendiculaires. 

F* F M rw 

En effet, Q'Z=QZx p-; Q"Z = QZx-J. ; Q'"Z = Q Zx jr-j 

Soit C la capacité île la pvramide : 

5 C=QZ x F + Q'Z x F' + Q"Z x F" + Q'"Z x F" 

FF' , F" F" , F"'F"' 


= QZ(F+-j- + 
SCF 


F 




— FF^F'F + F"F'' + F"'f — 11 x 


FF 


FF fF'F'4- t"ï' R |'F' îr ï" r ' 

Savoir , la perpendiculaire abaissée sur une des faces depuis le point auquel 
lepond la somme la plus petite des carrés îles perpendiculaires , est une qua- 
trième proportionnelle à la somme des carrés des quatre faces , au Carré de celte 
face, et à la hauteur de la pyramide considérée comme ayant cette face pour base. 

„ • QZ Q'Z Q"Z Q'"Z 

Puisque — .— = ; 

' F F F ' ki« » 


et 


QZ’ 
QZxT 
QZXF 
F’ ” 


| ;m 

Q'Z * Q'Z* _ Q"'Z» 

: <7/ X F' Q n Z x F" — Q'Z xF" 
Q'ZxF_Q"Z x F” _ Q 'V. X F’" 
F" “ P* F'~ J ’ 


De là 


QZ 5 + Q'Z’ -f Q"Z 3 f Q"'Z a _QZXF+Q’ZXF+Q"ZXF"4-0'"ZXF"’ 
QZXFnrZxF-rQ"ZxF' , +0 7 'ZxF"' ~ F r + F' 4 + F" 1 + f ,r ' r ’’ 

QZ , + Q'Z* + Q''Z > + Q '"Z* 3C 

OU, 3C - - — js .j. p-i^-porï. 

Savoir, le triple de la capacité d’un télrahèdre est exprimé par la racine carrée 
du produit de la somme des carrés des quatre faces par la plus petite somme des 
carrés des perpendiculaires abaissées sur elles depuis un même point de l’espace. 

Cette propriété des télrahèdres est tout à fait analogue à la propriété des 
triangles qui a clé développée plus haut. On pourvoit les obtenir au moyen des 
premiers principes des calculs supérieurs ; mais , il m’a paru intéressant de les 
développer d’une manière purement élémentaire , et de montrer leur liaison 
avec la doctrine du centre des moyennes distances, dont je crois avoir lait 
ressortir dans cet ouvrage l’importance cl la fécondité des applications. 

. FIN. 


G08&09 
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rectangles par les droites données de grandeur est donnée de grandeur. 
Liaison de ce lieu avec le $ précédent; cas indéterminé, et sa liaison arec 
le centre des moyennes distances . . . 


36 

Une ligne droite est le lieu des points de chacun desquels menant des droites 
à deux points donnés la différence de leurs carres est constante . 

La circonférence d'un cercle est le lieu des points de chacun desquels menant des 

65-67 

37 

droites à deux points donnés la somme de leurs carrés est donnée de grandeur. 
La circonférence d'un cercle est le lieu des points de chacun desquels menant 

67 -C 9 

38 

des droites à deux points donnés , la somme des espaces qui ont aux carres de 



ces droites des rapports donnés est donnée de grandeur. Limite de cet espace. 

70-74 

3 9 

La circonférence d’un cercle est le lieu des points de chacun desquels menant 


des droites à deux points donnés la différence des espaces qui ont aux carrés 



decesklroites des rapports donnés (inégaux entr’eux ) ,esl donnée de grandeur. 

7W6 

4o 


La circonférence «Tua cercle est le lieu des points de chacun desquels menant 
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des droites à de» points donnés Je position , la somme tlfi espaces qui ont 
aux carré* tic ces droite» des rapports donnés est donnée de grandeur. 
Limite tic ce dcruier espace; liaison avec la doctrine du centre «les n>u)CM>ts 

ÉMjaaaa : = : . « . s . . î * * • 

La circonférence d'un cercle est le lieu des points de chacun desquels menant 
des droites à des points donnés, la somme des espaces qui ont des rapports 
donnés aux carrés des droites menées à quelques-uns de ces points, diffère 
d’un espoce donné de grandeur, de la somme des espaces qui ont des 
rapporta douoés aux carrés des droites menées aux poiuts restans. Cas dans 
lequel ce lieu cal une droite . . . , . 

La circonférence d’un cercle est le lieu des sommets des triangles dont la hase 
est donnée de grandeur, cl dans lesquels le rectangle des côtés est égal aa 
rectangle de la hauteur par une droite donnée de grandeur . . . . 

La circonférence d'un cercle est le lieu des points de chacun desquels menant 
dcu\ droites, Tune à un point donné , et l’autre perpendiculaire à une droite 
donnée; le carré de la première est égal au rectangle de la seconde par une 
droite donnée de grandeur. Applications diverses . ■ ' . • 

La circonférence d’un cercle est le lieu des pointa de chacun desquels menant 
des droites à deux pointa donnés, leur rapport est égal a un rapport donné 
(différent du rapport d’égalité). Liaison de ce lieu arec celui dû J précédent. 

La circonférence d’un cercle est le lieu des points de chacun desqcela menant 
des droites à deux points donnés ; le carré d une de ces droite» a un rapport 
donné (différent du rapport d'égalité) , à la somme ou à la différence d un 
espace donné de grandeur et du carré de la droite menée à fautre point. 
Applications dirersca . . . . 
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SECONDE PARTIE. 


Addition i diverses aux Lieux plans cf Apollosiiu* . . 9.3- Il 1 47-56 

De la section harmonique. . 

Si trois des pointa d’une section harmonique sont à de» droites donnée» de 
position qwi se coupent en un même point; le quatrième de ces points est 

aussi à une droite donnée de position « 93-9S 4 7 

Une ligne droite est le point de section des diagonales d’un trapèze dont uu 
des côtés parallèles entr’em est donné de grandeur et de position, et don! 
les cotés ndjacens au premier de ces côtés sont donnés de position. La 
droite qui joint le point de rencontre des eûtes opposés d’un quadrilatère , 
et de scs diagonales , est coupée harmoniquement dans ces points, et dans 
les points dans lesquels elle rencontre les deux autres côtés . 96-97 48 

Soit u oc droite meoee par un point donné sur le plan d’un cercle, coupée 
harmoniquement dans les poiuts où elle rencontre la circonférence et dan» 
deux autres points. Si l’un de ces dernier» points est donné de position , le 

lieu de l’autre de ces points est une ligne droite 97-98 4 g 

IJnc ligne droite est le lieu des points de rencontre des tangentes à un cercle 
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donné; telles que la droite qui joint les points de contact passe par un 

point donné . • * « 

Soient trois points donnés de position. Pur l*un de ces points soit menée une 
droite quelconque sur laquelle soient abaissées depuis les deux autres des 
perpendiculaires; et sur la même droite soit déterminé un point tel , que le 
rapport de ses distances aux pieds des perpendiculaires soit douné; le lieu 

de ce dernier point est uue ligne droite 

Soient trois droites qui se coupent données de position. D’un même point pris 
sur le plan de ccs droites soit menée une droite qui les coupe , de manière 
que les rapports des parties de celte droite comprises entre ce point et les 
points de section soient égaux k des rapports donnés. Le lieu de ce poiul est 

une ligne droite 

Soit un quadrilatère dont un des cotés pris pour base est donné de grandeur 
et de position ; que le coté opposé à la base la rencoulre en un point donné 
(ou lui soit parallèle); que les points de rencontre des côtés adjacens à ta 
base ut du côté qui loi est opposé soient à des droites données de position ; une 
ligne droite est le lieu des points de rencontre des côtés adjacens à la base. 
Application aux points de rencontre des côtés des figures rectilignes d’un 

nombre quelconque de côtés 

Une ligne droite est le lieu des points de chacun desquels on voit sous un même 
angle deux droites données de grandeur et de position sur une même ligne 

droite 

La circonférence d’un cercle est le lieu des points de chacun desquels abaissant 
des perpendiculaires sur des droites données de position qui se coupent en an 
même point , do manière à couper en parties égales la quantité angulaire 
autour d’un point, la somme des carrés de ces perpendiculaires est constante. 
La circonfércncé d’un cercle est le lieu des points de chacun desquels abaissant 
des perpendiculaires sur les côtés d’un polygone régulier, la somme de leurs 
carrés est constante 
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CHAPITRE II. 


Application de l'analyse algébrique et la recherche des lieux et 

la ligne droite et et la circonférence du cercle. 

Principes de la doctrine des coordonnées et définitions 

Détermination de la dislance de deux points et de la position de la droite qui 

les joint dans les coordonnées de ces points • 

Equation de la ligne droite tirée de la grandeur de ta perpendiculaire abaissée 
sur elle depuis l'origine, et des angles qu'elle fait avec les axes . 

Rapprocliemens des deux précédées . 

Expression de la perpendiculaire abaissée sur une droite donnée depuis nn 
point donné. . . . . . ... , 

Détermination du point de section de denx droites dont on connoit les équations . 
Détermination d’nn triangle dont on connuit les côtés par leurs équation» 
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sanl leurs équations ........... 

117-118 

64 

Détermination d’un cercle doot U circonférence passe par trois points donnés 



par leurs coordonnées . 

118-119 

65 

Conversion des coordonnées relatives à différons aies 

120-121 

66 

Recherche du lieu des points dont la différence des carrés des distances a 



deux points donnés est constante 

121-122 

6 7 

Recherche du lieu des points dont le rapport des distances à deux droites 



données de position est constant 

122-123 

68 

Recherche du lieu des points de chacun desquels abaissant des perpendiculaires 



sur des droites données de posiliuu la somme de leurs rectangles par des 
droites données de grandeur est constante . 

123-12*! r ' 

9-71 

Lieux h la ligne droite , relatifs à la section harmonique 

126-128 7 

2-/3 

Détermination du lieu des points, de chacun desquels menant des droites à deux 



|’ points donnés, elles forment à ces points des angles donnés .... 

128-129 

7* 

Recherche du lieu des points dont le rapport des distances à deux points 



donnés est égal à un rapport donné 

12 t|-l 3 o 

75 

Recherche du heu des points de chacun desquels menant deux droites, l’une 



à un point donné, et l’autre perpendiculaire à une droite donnée, le carré 



de la première est égal au rectangle de la seconde par une droite donnée. 

i3o-i3i 

76 

Recherche du lieu des points de chacun desquels menant des droites à deux 
points donnés la somme ou la différence des espaces qui ont des rapports 
9 donnés aux carrés de ces droites est égale à un espace donné de grandeur. 

i3i-i3a 

77 

Recherche du lieu des poiuls de chacun desquels menant des droites à des 



points donnes, la somme (ou quelque différence) des espaees qui ont aux 



carrés de ces droites des rapports donnés, est donnée .... 

i3a-i33 

7* 

Recherche du lieu des points de chacun desquels menant à une droite donnée 



de position une ordonnée sous un angle donné; l’espace qui a un rapport 



donné au carré de l’abscisse comptée sur la droite donnée depuis un point 



donné, différé du carré de l’ordonnée» d’un espace qui a un rapport donné 



au rectangle de l’abscisse par l’ordonnée ....... 

1 33-i 35 

78 

Recherche du lieu des points de chacun desquels abaissant des perpendiculaires 



sur les côtés d’un poltgone régulier, la somme de leurs carrés est donnée 



de grandeur. Recherche de la somme des sinus et cosinus des arcs qui 



croissent comme les nombres naturels 

i35-i37 

80 

La même recherche pour la somme des cubes. Exception que présente le triangle 



équilatéral. Eclaircissement de celle exception . • . • 

i38-i4i 

81 


Soient tlet droilcs données île position. Sur cfs droites soient abaissée» d’un 
même iioint de» perpendiculaires; et que la somme de» carré» de ces perpen - 
diculaires, ou la somme des espaces qui ont à ce$ carré» des rapport» donnés, 
toit donnée. Détermination de* ca» dans lesquels le lieu de ce» points est la 
circonférence d’un cercle ......... i4l-i44 82-83 

Soit un quadrilatère douné de grandeur et d'espèce; d’un même point soient 

abaissées 
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•baissées des perpendiculaires wr ses célés, et que îe rapport des rectangles 
des perpendiculaires abaissées sur les côtés opposés soit donné. Détermi- 
nation des cas dans lesquels le lieu de ces poiuls est une circonférence de 
cercle i44-i46 8* 

CHAPITRE III. 


Lieux au Plan et à la surface sphérique traités géomélri- 


Quement . 

146-167 

85-q<j 

Définition des lieux à une surface ; éclaircissemens 

1 46-i 47 

85 

Lieux k la ligne droite qui découlent des lieux au plan 

i48 

afi 

Lieux au plan ci à la surface sphérique, qui découlent immédiatement des 



lieux correspondans k la ligne droite et k la circonférence du cercle 

i48-i5o 

- §1 

Recherche du lieu des points de chacun desquels abaissant des perpendi- 
culaires sur des droites données de position dans l’espace, et qui se cou- 

- 


pent en un même point , la somme des rectangles faits par les segmens 



retranchés depuis le point de section de» droite» données, et par des 



droite» correspondante» données de grandeur, soit égale à un espace 



donné 

i5o-i5* 

88 

Recherche du lieu des points de chacun desquels abaissant des perpendieu- 


laircs sur lqs faces d’au polybedre, la somme de leurs rectangles par des 



droites données de grandeur soit donnée de grandeur. Exposition d’un cas 



indéterminé auquel ceile^jueslion donne lieu 

Recherche du lieu des point» dan» l’espace de chacun desquels menant des 

153-155 

X 

82 

droites à des points donnés de position , la somme des espaces qui out 



aux carrés de ces droites des rapports donnés, soit égale k un espace 



de grandeur . • . . • . . 

i55-i57 

ai 

Recherche du lieu des points de chacun desquels abaissa ut des perpendi- 


culaires sur les faces d’un angle solide régulier, la somme des carrés de 



ces perpendiculaires soit égale k un espace donne de grandeur . 

i57-i58 

ga-qï 

Recherche correspondante sur une pyramide droite à hase régulière; sur un 



prisme droit à base régulière ; sur un fuseau pyramidal composé de pyra- 
ru ides droites à hases régulières, sur les polyhèdres réguliers, et sur 

V 


quelques autres polyhèdres 

158-167 

93-9» 


CHAPITRE IV. 

Application de l’analyse algébrique à la recherche des Lieux 

au plan et à la surface sphérique ........ 167-195 ioo-ia 5 

Principe» Je I» doctrine tics coordonnée» et de» plan» coordonné». Défini- 
lion» diverse». Exposition de 1» somme de» carré» des coordonnées d'un 
point, et de celle de» carré» ries sinu» et de» co»inu» de» angle» qu’une 
droite fait avec le» plan» coordonnés . . . . .... . 167-169 100 

Sur la position d’une droite dans l’espace , déterminée par le» coordonnées 

Hbld» 
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de deux de ses points , et sur celle des projections de celte droite sur 
ces plans ............ 

(Sur la position de deux droites entr'vllcs, déterminée par leurs positions 

relativement aux plans coordonnés 

Sur l'équation du plan, déterminée par la perpendiculaire abaissée de l'ori- 
gine sur ce plan, et par les angles que celle perpendiculaire fait avec les 
plans coordonnés ; éclaircissemena divers sur celte équation, et appli- 
cations 

Détermination de l’inclinaison mutuelle de deux plans dont on connoît 

les équations 

Equation de la droite qui est lo commune section de deux plans dont on 

connoit les équations 

Détermination de la perpendiculaire abaissée d’un point sur un plan 

Sur la conversion des coordonnées 

Détermination de l'équation d'un plan dans les coordonnées de trois de-ses 
points; applications diverses, et en particulier, expression d’une figure 
rectiligne dans ses projections sur les plans coordonnés .... 

Equation de la surface sphérique 

Equation de l’inlerseciion de deux surfaces sphériques 

Equation du plan qui touche une sphère donnée, et équation du plan qui 

touche trois sphères données 

Détermination de la surface sphérique qui passe par quatre points donnés, 

ou qui doit loucher des plans et des sphères données 

Recherche du lieu des points également éloignés de deux points donnés ; 
et du lieu des points tels que la différence des carrés de leurs distances à 

deux points donnés est constante 

Recherche du lieu des points de chacun desquels abaissant des perpendi- 
culaires sur deux plans donnés leur rapport est donné .... 
Recherche du lieu des points de chacun desquels a baissa ni des perpendicu- 
laires sur des plansdonnés de position , la somme des rectangles de ccs per- 
pendiculaires par des droites données de grandeur est donnée de grandeur. 
Recherche du lieu des points dont le rapport des distauccs à deux points 

donnés est donné 

Recherche du lieu des points de chacun desquels menant deux droites , l’une 
à un point donné, et l’autre perpendiculaire à un plan donné , le carré de 
la première est égal au rectangle de la seconde par une droite donnée . 
Recherche du lieu des points de chacun desquels menant des droites à des 
points donnés, la somme des espaces qui ont aux carrés de ces droites des 

rapports donnés , est donnée 

Soient des plans donnés de position dans l’espace; d’un même point soient 
abaissées sur ces plans des perpendiculaires; que la somme des carrés de 
ces perpeudiculairessoit donnée de grandeur. Détermination des cas dans 
lesquels le lieu de ce point est une surface sphérique . • / . 
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D'un même point soient abaissées sur les faces d’un tétralièdre des perpendi- 
culaires; que le rectangle de deux de ces perpendiculaires ait un rapport 
donné au rectangle des deux autres. Détermination des cas dans lesquels 
le lieu de ce point est une surface sphérique 193-195 ia5 

C II A V I T R E V. 

application des Lieux géométriques ri la solution des pro - 

blêmes éLéineutaire& déterminé s . . ig5-2q8 îaG-iSo 


Eclaircissemens sur Futilité des lieux géométriques , tirés de quelques 


exemples très-simples .......... 

lq 5-200 

126 

Problème. Partager deux droites données l’une et l'autre en deux parties, 



telles, que le rapport d’une partie de l'une à une partie de l’autre soit 



donné ; et que le rapport des deux autres parties soit aussi donné. Applica- 



tion à un nombre de droites quelconques. Inscription à une figure rcc- 



tiligne d’une autre figure rectiligne de même nom , et dont les côtés sont 



parallèles à des droites données de position. Distinction essentielle entre 



les figures rectilignes suivant que le nombre de leurs côtés est pair oa 



qu’il est impair 

Digression sur les Porismes à laquelle donne lieu les problèmes compris 
dans le $ précédent. Développement dn sentiment du D. r Playvair, et 

200-203 

127 

éclaircissement par quelques exemples . . , . . . 

2 o 3 207 

LIS 

Problème. Décrire un triangle dont on connoil la base , la hauteur et l’angle 



au sommet . . ■ . • • . . . . . « 

207-209 

I 29 

Problème. Par un point donné snr le plan d’un angle donné , mener une 

droite de manière que le rectangle de ses parties comprises entre ce point 



et les jambes de l’angle donné soit donné de grandeur . ^ , , 

20 q-QIl 

l3o 

Problème. On demande un triangle doul on connoil la base, la hauteur et 



la différence des angles è la base ......... k 

Problème. On demande un triangle dont on connoît la base, l’angle an 


îli 

sommet, cl la somme des côtés. 



Théorèmes divers sur les triangles dont an angle est connu. 

Applications à plusieurs problèmes sur 1rs triangles . ... . 

213-224 

lia 

Problème. On demande un triangle dont on connoil la base, l’angle au soin- 



met , et la somme (ou la différence) des rectangles de scs côtés par de» 



droites données , * , , , » » « « « ■ » * * 

235-326 

i33 


Problème . On demande an triangle dont la hase est donnée de grandeur 
et de position, dont le sommet est sur une droite donnée de position, et 
dont la somme (ou la différence) des côtés est donnée. 

Application relative aux fignres du plus petit contour, inscrites 4 des figures 
de même nom. Différence remarquable à cet égard entre les figures dont 

le nombre des côtés est pair on impair 226-234 >34 

Problème. Soient trois points donnés de position sur une ligne droite; on 
demande sur cette droite un quatrième point , tel que le rectangle de scs 
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distances s deux des points donnes soit su carré de sa distance au Iroi- ' 
sième des points donnés, dans un rapport donné. 

Application. Soient quatre points donnés de |H»ition sur une même droite, 
on demande sur U même droite un cinquième point, tel, que le rectangle 


de ses distances à deux des points donnés ait un rapport donne au rec^ 


tanglc de scs distances aux deux autres points donnés 

a v1-î3q 

l35 

Problème. On demande un triangle dont ou commit la base , l'angle au 

• 


sommet, et la droite qui divise cet angle eu deux paries égales . 

a3q-aia 

OS 

Problème. Soient deux points et une droite donnés de position. Trouver sur 
celte droite deux points de chacun desquels menant des droites aux deux 
points donnés elles comprennent à ces derniers points des angles donués. 
Problème. Soit un triangle donné de grandeur et d’espèce , ou demande le 

aia-a46 

137 

point ( sur le plan du triangle ) duquel menant des droites à scs sommets , 



clics comprennent enté 'elles des angles donnés 

ai6-a5a 

i38 

Problème. A un triangle donné circonscrire un triangle donné de grandeur 
et d’espèce ; et à un triangle douné inscrire un triangle douué de gran- 
deur et d’espèce ...... 

Problème. Déterminer un quadrilatère iuscriplible au cercle, en connois- 

aSa-aSj 

i3g 

sant scs quatre côtés 

a55-a58 

i4o 

Problème. On demande un quadrilatère dont on conooil les quatre côtés 




a58-a6i 

1A1 

Problème. On demande un quadrilatère dont on connoil les angles et les 

diagonales 

afiflfaafiS 

i4a 

Problème. On demande un quadrilatère dont on connotl les angles, la sur- 



face et le contour. Limite et application ...... 

a65-a68 


Problème. Soit un quadrilatère donné de grandeur et d’espèce. Mener une 



droite qui coupe les côtés de ce quadrilatère, de manière que les parties 
de celte, droite comprises entre ces côtés soient enlr’el les dans des rapports 



donnes. Réciproquement , soient quatre points donnés de position sur une 



ligne droite ; mener par chacun de ces points une droite, de manière que 



le quadrilatère formé par ces droites soit donné d’espece . 

a68-a73 

lAi. 


Problème. A un quadrilatère donne circonscrire un quadrilatère donné 
d’espèce; et réciproquement, à un quadrilatère donné inscrire un quadri- 


latère donné d’espèce ........... • ap3-2 76 uiff 

problème. A un cercle donné inscrire un triangle dont les côtés soient res- 
pectivement parallèles à des droites données de position ou passant par 

■ des pointa donnes de position 377-282 i46 

problème. A un cercle donné inscrire un quadrilatère dont les côtés soient 
respectivement parallèles à des droites données de position , ou passent 

par des points donnés de position 283-286 147 

Problème. A un cercle donné inscrire un polygone d’un nombre donné de 
côtés , et dont les côtés soient respectivement parallèles à des droites don- 
nées de position , ou passent par des points donués. Différence quant à 
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la première <lc ce* condition® entre le® polygone® donl le nombre des 

€010® est pair ou impair 280-289 1I8 


Problème. A un cercle donné inscrire on polygone d’un nombre pair de côtés, 

dont 1rs angles sont donnés, en conuois*.mt ou son contour ou sa surface. 283-393 1)9 
Problème. Soient des point® en nombre quelconque donnés de position sur un 
plan ; soient des coefliciem correspondu ns donnés de grandeur; et soit une 
droite donnée de position sur ce plan. Trouver sur celle droite un point 
duquel menant des droites aux points donnés, la somme des espaces qui 
ont aux carrés de ces droites les rspporls donl les exposa ns sont égaux aux 
coefficient donnés soit égale à un espace donné. Limite de cet espace. 

Application. Détermination du point duquel abaissant des perpendiculaires 
sur les côtés d'uu triangle la somme de leurs carrés est la plus petite. 

Application ultérieure Détermination du point duquel abaissant des perpen- 
diculaires sur Ica faces d’nn tétrahedre, la somme de leurs carrés est la 

plus petite 338- >s* 
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î tol.in-8, éfr.5oc. 
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de l’allemand, in-8, t fr. 5oc. 

Cours d’Agricullurc anglaise , avec les dévelop- 
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par CW. H ici et, de Genève, iovoi.in-8, 5ofr. 

Vues relatives h l’Agriculture de la Snisse et 
aux moyens de la perfectionner , par Emma- 
nuel Felïenberg, traduit de l'allemand, et 
enrichi de notes par M. Ch. Piciet , in-8, 
1808, i fr. 8oc. 

Itinéraire de Genève, des Glaciers de Chamouni, 
du Valais et du canton de Vaud , par Bourrit , 
historiographe des Alpes , in- 1 a. a fr. âo c. 

Siemens de la Philosophie de l'esprit humain, 
par M. Dugnld Stewart, professeur de philo- 
sophie morale à I Université d’Edimbourg , de 
la Société Royale d'Edimbourg , de diverses 
Sociétés savantes , traduit de l’nnfclois, par 
Pierre Prévost, Professeur de philosophie à 
Genève , des Sociétés Roy ales de Londres et 
d’Edimbourg , 2 vol. in-8 , 1808 , 9 fr. 

Histoire de Gustave III , Roi de Suède , Iran, do 
l'allemand de Poswii, par J. L. Maugcl, 1 v. 
in-8 de 45o pages , 4 fr. 5ô c. 

Grammaire et Art d’écrire, par Contl il lac, nouv. 
édit., rev. et cor., a vol. iti-12, 1808, 4Îr 5oc. 

Argus, ou Correspondance de famille, trad. tle 

1 anglais, 4 vol. in- 12 , i8oî, 8 fr. 
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les livres de l’anc. et du nonv. Testament, faite, 
quant aux premiers , sur le texte hébreux, par 
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2 vol. i 11— fol. , 36 fr. 

La même, 1 vol in-ful. , p. p. , aïfr 

La même, 3 vof. in-8,' la fr. 

CMLle, ou Leiiirsécrilesrle Lausanne, par Mad. 

de CWricrc , 3 vul. iu- 12,, 3 fr. 


Cours de morale religieuse, par M. Ncclrr, 
3 vol. in-8, tofr.ÔOC. 

De la V ie et des Ecrits de P Kl. Mallet , auteur 
de l’Htslpire de Danemarc , de celle des 
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M. Simonde, in-8, 1 fr. 

Dernières vues de politique et de finance , offertes, 
à la Nation Françoise, par M. Nccker, in-8 , 
1802, 3fr. 6*oc. 

Description des Alpes Grecques et Collicnnei , 
ou Tableau historique et statistique dé la 
Savoie, sous les rapports de son ancienneté,, 
de son étendue , de sa populatiou , de ses anti- 
quités et de ses productions minéralogiques^ 
suivie d'un précis des événement militaires 
et politiques qui ont eu lieu dans cette pro- 
vince depuis sa réunion à la France en 1702*. 
jusqu’à la paix d’Amiens, en 180a, par J. F. 
Ail). Beaumont, memh. lionor. de» Sociétés 
et arts et des sciences de Londres, Genève, etc. 
2 vol. in-4. avec allas grand in-fol. de 24 plan» 
ches, 60 fr. 
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de ITnst. nat. , de la Soc. Roy. de Londres , 
avec les figures originales, représentant tou» 
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résultats , 1 vol. 3 fr. 60 c. 

Des prairie» artificielles d’été et d’hiver, de la 
nourriture des brebis, par C. L. M. Lullin^ 
membre de la Société des orls de Genève, et 
membre du Comité d’Agricolture de celte 
ville, 1 vol. in-8 de 45o pages, 5 fr# 

Education pratique , traduction libre de l’angloi» 
de Maria Edgeworth, par Charles Piolet de 
Genève, uouv. édit., augmentée, 2 vol. in-8, 
1 Mo 1 , 6 fr. 

Essais «le Philosophie , ou étude de l’Esprit hu- 
main. I.* r Essai : Analyse des facultés de l'Es- 
prit humain. IL* Essai : Logique, par Pierre 
Prévoit, Correspondant de l'Inst. nat., Pro- 
fe&srurde philosophie^ l’Académie deGcnèvej 
de l’Acadcmiu de Berlin ; de la Soc. rovale 
d’Edimbourg, et de quelques autres Société» 
savantes : suivi de quelques opuscules de 
G. L. LeSagc, correspondant de l’Académie 
j des Science» et de l'Inst. national , etc. , 2 vol. 

in-8., Genève, an |3 (T8o5 ), ÿfr.Soc. 
(Essai sur l’Art d'observer et de faire des expé- 
riences, par M. Senehier, 3 v. in-8, 1803 , loTr. 
Eélicie et rlorestine, par l’auteur des Mémoire» 
d’une famille émîgrée , 3 v. in- 1 2 , an 1 2 , 6Tr. 
Germaine (nouvelle), par Feulcur des Orphe- 
linesdi'Ho-Hcn-Gaidui, in i2 ; Gcuète, an 12 
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Grammaire fronçoise de Lhomont, vol. in-u, 
i8o'î, 75 c. 

Histoire des Gaulois, depuis leur origine jusqua 
leur mélange avec les Francs, et jusqu'aux 
coinmencemcns de la monarchie françoise, 
par Jean Picot, de Genève, Professeur d’Itit- 
toire et de statistique dans l’Académie de celle 
ville, 3 vol. in-8, Genève, an 12(1801), 12 fr. 

Histoire des Conferves d'eau douce, contenant 
leurs diflerens modes de reproduction, et 1a 
différence de leurs espèces, avec des obser- 
vations nouvelles sur la multiplication des 
Tremelles et des Ulves, par le professeur 
Vaucher, in-4, 17 pl., i8o3, i5 fr. 

Instruction Chrétienne, par le Professeur Ver- 
net, de Genève, 4.° édit. , faite sur la dernière 
édition, revue et augmentée par l'Auteur, 
précédée d’uue notice de sa vie et de ses écrits, 
par un de ses disciples, â vol. in- 12 , y fr. 

La nouvelle Liturgie à l’usage des Eglises ré- 
formées de France, 1 vol. iu-4, 2 fr. 3oc. 

La même, sur fort papier , 4 fr. 

La même , gr. iu-4 , fort papier , 5 fr. 

Lolliaire et Malher , 1 vol. 111*12, 1807, 2fr. 

Manuscrits de M. Neckcr , publiés par sa fille, 
Mad. de Staël , vol. iu-8, i8o5, 5 fr. 

Mémoire historique sur la vie et les écrits de 

_ Horace-Bénéd. Desaussurc, parSenebier, in-8, 
1801, afr. 5oc. 

Mémoires physiologiques et pratiques sur l'Ané- 
vrisme et la ligature des artères, par J. P. Mau- 
noir, in-8, fig. 1 fr.Soc. 

Mémoires sur la respiration , par Lazare-Spallan 
toni; trad. par J. Scnebier, membre de diver- 
ses Sociétés savantes , iu-8 , an 1 1 , 3 fr. 60 c. 

Mémoires sur l’influence de l’Air et de diverses 
substances gazeuses dans la germination de 
différentes graines, par MM. liuber et Scnc- 
bier, in-8, 1801, 2 fr..5oc. 

Notice sur la vie et les écrits de G.' -L. Le Sage de 
Genève, membre tic diverses Académies , de la 
Soc. roy. de Londres, et ci-devaut de celle de 
Montpellier; corresp. de l’Acad. royale des 
sciences de Paris, cl depuis corresp. de l’Jnst 
national de France, rédigée d’après ses noir* 
par P. Prévost, suivie d’un opuscule de Le 
ftage sur les Cau se s finales , du Lucrèce neu- 
ionien, d’extraits de sa correspondance avec 
divers ssvans et personnes illustres , telles que 
le duc de Rochcfoucnull , Mad. la duchesse 
dT.miüe, Mad. Necker, d'Alenibert, Bailly, 
Clairaut , I.» Condsmine, Stanhonc, Euler. 
Lambert, fh. Bonnet, Boscowich, cl d’un 
extrait de la correspondance de Bachet de* 
Méziriac ovec Nathan d’Aubigné, trisaïeul 
de Le Sage, vol. in-8 de 600 pages, i8o5, 6fr. 

Nouveaux Tableaux de Famille, ou Vie d’un 
pauvre Ministre de village allemand et de ue> 
enfans, traduit de l’allemand d’Auguste l-a- 
fontaine, par Mad. de Montolieu, 2.* édit., 
revue et corrigée , 5 vol. in- 1 2 ( 1 8o4j , 9 fr. 

Nouveau Robinson (le), pour servir à l’instruc- 
tion tt à l'amusement de la jeunesse, lrad.de 


l’aTlemond de Campe, nouv. édit., rer. et coït. 
2 vol. in- 12 , fig., 1801 , 3 fr. 

Observations sur les bêles à laine dons les envi- 
rons de Genève . pendant 20 ans , parC L. M. 
Lullin , Membre de la Société des Arts de 
Genève, cl du Comité d'Agricullure de ladite 
ville, vol. in-8 , 2.* édit. , 1807, afr. 5oc. 

Physiologie végétale, contenant une description 
anatomique des organes des plantes, par Se- 
nt* hier , 5 vol. in-8, 1800, aifr. 

Principes philosophiques, politiques et moraux, 
par le colonel Weiss, ancieu bailli de Mou- 
don, ci membre de diverses Académies, 7.* 
édition, revue, corrigée et augmentée par 
l’Auteur, 2 vol. in-8, 1806, 7 fr. 5oc. 

Rapport de l’air avec les êtres organisés , ou 
Traité de l’action du poumon, et de la {peau 
des animaux sur l’air, comme aussi de celle 
des plantes sur ce fluide, tirés des Journaux 
d observations de L. Snpallanzani , avre quel- 
ques Mémoires de l’Editeur sur ces matières, 
par J. Senebicr, de diverses Académies, et 
correspondant de l’Inst. nat. , 3 v. in-8, 1 2 fr. 

Recherches sur la nature et les lois de l'imagi- 
nation , par M. de Bonsletlen, in-8, Genève, 
180?, 5 fr. 

Recueil de contes , par Mad. Isabelle de Mon- 
lolieu, auteur de Caroline de Lichtfield , tra- 
ducteur des Tableaux de Famille, etc., 3 vol. 
in- 12 , fig. , Geuève, an 1 2 ( l8o4)» 6 fr. 

Remèdes curatifs et préservatifs pour les maladies 
du bétail, vol. in- 12, 2.* édit-, i8o3, 1 fr.5o c. 

Renouvellemens périodiques des conlinens ter- 
restres, par L. Bertrand, professeur émérite 
de l'Académie de Genève, 2.* édition, corr. 
et aug. , vol. in-8, an 1 1 ( i8o3), . 5 fr. 

Richesse commerciale (de la), ou principes 
d’économie politique appliqués à la légidalion 
du commerce, par J.C. L. Simondc, membre 
du Conseil de Commerce, Arts et Agriculture 
du Léman, etc., 2 vol. iu-8, an 12(180 »), y fr. 

Traité des Asaolcmens, ou l’art d’établir les ro- 
tations de récoltes, par Ch. Piclet, in-& , 
,801, . , 3 fr. 

Traité des engrais , tiré des différent rapports 
faits au département d’Agricullure d’Angle- 
terre, avetfdes notes, suivi de la traduction 
du Mémoire de K invan sur les engrais , cl de 
l’Exposition des principaux termes chimique* 
employés dune cct ouvrage, par M. Maurice, 
Maire de la ville de Genève , Secrétaire de la 
Société des Arts de la même ville , Associé et 
Correspondant de diverses Sociétés, 1 vol. 
in-8 de 5 00 pages environ, 2.® édit., revue, 
corrigée et augmentée, ^ _ 5 fr. 

Voyage sur la scène des six derniers livres de 
l’Enéide, »ui*i de quelque» observations sur 
l’étal présent du Latium , par M. de Bonsletlen, 
de l’Ac. roy.de Copenhague, t8o5 , ^fr. 5oc. 

Voyageur sentimental (le) eu France sous Robes- 
pierre, par Vernes de Genève, auteur du 
Voyageur sentimental àYrerduo, etc., a vol. 
in- 1 a , avec fig- * 
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